LISTAK RENDEZESE




Listdk rendezése  FP-9-11-162

Listak rendezeése (folyt.)

@ inssort  (beszurd rendezés),

@ selsort  (kivalaszto rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezes),

@ tmsort (folulr Ol lefelé haladd 6sszefésdlrendezés),
@ bmsort (alulrél folfelé halado dsszeféfiitendezés),

@ smsort (simarendezes).

Quicksort algoritmusa:

gs(m::xs) = qs([...,Xxi,...] xi<m) @ [m] @ gs(][...,X],...]| Xj=>m), xi, Xj € XS
gs [ =]

Ismeretes, hogy a Quicksort egyelemi sorozatad(n - log n) |lépésben rendez.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-163

Gyorsrendezeés akkumulator nelkdl

(* quicksortl cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett | istaja
quicksortl : (a * 'a -> order) -> ’'a list -> 'a list
gs ys = ys elemeinek cmp szerint rendezett listaja
gs : ’'a list -> ’a list
partition (xs, Is, rs) = olyan péar, amelynek
els 0 tagja az xs m-nél kisebb elemeinek a listaja Is elé fizve,
masodik tagja pedig az xs tobbi eleme rs elé fizve

partition : ’a list * 'a list * 'a list -> 'a list *)
fun quicksortl cmp xs =
let
fun gs (m:ys) =
let
fun partition (x::xs, Is, rs) =
if cmp(x, m) = LESS then partition(xs, x:lIs, rs)
else partition(xs, Is, x:rs)
| partition ([], Is, rs) = gs Is @ (m::gs rs)
in
partition (ys, [], [)
end
| as 1 =1
in
gs Xs
end,

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-164

Gyorsrendezés akkumulatorral

(* quicksort2 cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett | istaja
quicksort2 : (a * 'a -> order) -> ’'a list -> 'a list
gs ys zs = ys elemeinek cmp szerint rendezett listaja zs elée fizve
gs : ’'a list -> 'a list -> 'a list

partition (xs, Is, rs) = olyan par, amelynek
els 0 tagja az xs m-nél kisebb elemeinek a listaja Is elé fizve,
masodik tagja pedig az xs tobbi eleme rs elé fizve

partition : 'a list * 'a list * 'a list -> 'a list *)
fun quicksort2 cmp xs =
let
fun gs (m:ys) zs =
let

fun partition (x::xs, Is, rs) =
if cmp(x, m) = LESS then partition(xs, x:lIs, rs)
else partition(xs, Is, x:rs)

| partition ([], Is, rs) = gs Is (m :: gs rs zs)
in
partition (ys, [, [])
end
| gs [] zs = zs
in
gs xs []

end;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-165

Gyorsrendezeés akkumulatorrhist.partition -nal

@ Egy lista két részre bontasaraist.partition is figgvény hasznalhato.

@ List.partition : (a -> bool ) -> ’a list -> (a list * 'a list)

(* quicksort3 cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett |

istaja
quicksort3 : (a * 'a -> order) -> ’'a list -> 'a list
gs ys zs = ys elemeinek cmp szerint rendezett listaja zs elé f~ uzve
gs : ’'a list -> ’a list -> 'a list
*)
fun quicksort3 cmp xs =
let
fun gs (m:ys) zs =
let
val (Is,rs) = List.partition (fn x => cmp(x,m)=LESS) ys
in
gs Is (m :: gs rs zs)
end
| gs [] zs = zs
in
gs xs []
end;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-166

A futasi idok mérése és gsszehasonlitasa

Ha mosml hasznalunk, be kell télteni a szikséges prograyvkérakat:

app load ["Listsort","Int","Random","Timer","Time"];

A futasi idd mérésére és kiiratasdtdldo  alabbi valtozatat hasznaljuk:

a a képerny ore

(* futldo (sort, sortFn, cmpFn) (xs, kind) = megméri és Kiirj
sort xs futasi idejét a fuggvény, a relacio, és az xs lista

jellemz Oivel egyiitt
futldo : ('a list -> 'b) * string * string -> ’a list * string -> u nit
*
)
fun futldo (sort, sortFn, cmpFn) (xs, kind) =
let val starttime = Timer.startCPUTimer()
val zs = sort xs
val {usr=tim,...} = Timer.checkCPUTimer starttime

in
print ("Int sort with " ~ sortFn ~ ", " ~ cmpFn *
", length = " ~ Int.toString(length xs) ~ " (" ~
kind A "), time = " A Time.fmt 2 tim ~ "s\n")
end;

Megjegyzéssort néven egy: elemu listat legfeljebld)(n - log n) lépésben rendéztiggvenyt

talalunk az mosmlistsort  , ill. az sminjListMergeSort  kdnyvtaraban.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-167

A futasi idok meérése és 6sszehasonlitasa (folyt.)

10000 elemet tartalmazo rendezetlen egészlistaval marlitasi idket:

val xs10000R = Random.rangelist (1, 100000) (10000, Random .newgen());

(* kb. 25 M 06sszehasonlitas! *)
futldo (inssort2 op>=,"inssort2","op>=") (xs10000R,"ra nd");

(* kb. 130 E 0Osszehasonlitas *)
futldo (quicksortl Int.compare,"quicksortl","Int.comp are") (xs10000R,"rand");
futldo (quicksort2 Int.compare,"quicksort2","Int.comp are") (xs10000R,"rand");
futldo (quicksort3 Int.compare,"quicksort3","Int.comp are") (xs10000R,"rand");

(* kb. 130 E 0sszehasonlitas *)
futldo (Listsort.sort Int.compare,"Listsort.sort","In t.compare")
(xs10000R,"rand");

Az mosml valaszai:

Int sort with inssort2, op>=, length = 10000 (random), time = 9.49s

Int sort with quicksortl, Int.compare, length = 10000 (rand ), time = 0.10s
Int sort with quicksort2, Int.compare, length = 10000 (rand ), time = 0.08s
Int sort with quicksort3, Int.compare, length = 10000 (rand ), time = 0.09s
Int sort with Listsort.sort, Int.compare, length = 10000 (r and), time = 0.08s

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-168

A futasi idok meérése és 6sszehasonlitasa (folyt.)

Vizsgaljuk meg mosml alatt inssort2  kivételével — a tobbi rendézalgoritmus viselkedését
200000 elemet tartalmazo6 rendezetlen egészlistara is:

val xs200000R = Random.rangelist (1, 100000) (200000, Rand om.newgen());

futldo (quicksortl Int.compare,"quicksortl","Int.comp are") (xs200000R,"rand");
futldo (quicksort2 Int.compare,"quicksort2","Int.comp are") (xs200000R,"rand");
futldo (quicksort3 Int.compare,"quicksort3","Int.comp are") (xs200000R,"rand");

Az mosml valaszai:

Int sort with quicksortl, Int.compare, length = 200000 (ran d), time = 3.44s
Int sort with quicksort2, Int.compare, length = 200000 (ran d), time = 2.37s
Int sort with quicksort3, Int.compare, length = 200000 (ran d), time = 3.29s
Vajon mit kezdListsort.sort egy 200000 elendd allo listaval?

futldo (Listsort.sort Int.compare,"Listsort.sort","In t.compare")

(xs200000R,"rand");

Az mosml valasza;

I Uncaught exception:
I Out_of _memory

Ejnye!

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-169

Osszefésidl rendezések

@ Ebben arészben csak egészeket tartalmazé listak rendelzteggalkozunk.
@ A figgveényeket generikussa tehetjuk, ha az 6sszehasomnliv@letet paraméterként adjuk at.

@ Az dsszefésidl rendezéshez kell egy olyan fiiggvény, amely két listat kévsorrendben egyesi

(* merge(xs, ys) = xs és ys elemeinek <= szerint
egyesitett listaja
PRE: xs, ys <= szerint rendezve vannak
merge : int list * int list -> int list
%)
fun merge (xxs as Xx:Xs, yys as Vy.ys)= if x <=y
then x::merge(xs, yys)
else y::merge(xxs, ys)
| merge ([l ys) = ys
| merge (xs, [[) = Xxs;

@ Korlatot jelent, hogy a részeredményeket a veremben téol]

@ Akkumulator hasznalata esetén meg kell forditani az eraghséat vagy az 6sszefésiland
listakat.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Folulrol lefelé haladd 0sszefésiltendezés

Listdk rendezése  FP-9-11-17C

@ A folulr ol lefelé haladd 6sszefésiitendezéstop-down merge sorgkkor hatékony, ha kozel
azonos hosszlUsagu az a két lista, amelyekre a rendelistéad szétszedjik.

(* tmsort xs = az xs elemeinek a <= relacio szerint
rendezett listaja
tmsort : int list -> int list
*
)
fun tmsort xs = let val h = length xs
val K = h div 2

in
if h > 1
then merge(tmsort(List.take(xs, k)),
tmsort(List.drop(xs, k)))
else xs
end;

@ A legrosszabb esetbénn - log n) |épésre van sziikség.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév

(Funkcionalis programozas)



BINARIS FAK




Binaris fak ~ FP-9-11-172

Binaris fakdatatype deklaracioval

@ A listdhoz hasonldan rekurziv adatszerkez&t.a

@ El6szor olyan binaris fat deklaralunk, amelynek a levelesékea csomopontjaiban pedigbb a
bal részfat, majd aa tipusu értéket, és végul a jobb részfat adjuk meg:

datatype 'a tree = L | B of 'a tree * 'a * 'a tree;

@ Tekintstk példaul az alabbi fat:
12

/\
9 17
/\ /\
5 11 14 22
/\ VRN /\ VRN
3 7 16
N 7\ VRN

@ Az’a tree adattipud ésB adatkonstruktoraival ez a fa pl. a kdvetkdapon lathatd médon
irhato le.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fakdatatype

B(B(B(B(L,3,L),
S5,
B(L,7,L)

),
9,
B(L,11,L)
),
12,
B(B(L,
14,
B(L,16,L)
),
17,
B(L,22,L)
)
);

Binaris fak ~ FP-9-11-173

deklaracioval (folyt.)

A bal oldali kifejezést elég nehéz atlatni. A
fastruktira szoveges leirasat megkonnyiti, ha az
abraba beirjuk a megfefebdatkonstruktorokat.

B( 12
B( 9 B( 17
B( 5 B( 11 B( 14 B( 22
7\ Z 7\

/\ L, L), L, \ L, ,L))
B(3 B(7 B( 16
VRNV 7\
L, ,L), Lb)), LL)),

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév

(Funkcionalis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-174

Binaris fakdatatype deklaracioval (folyt.)

@ A fastruktlra szoveges leirasa atlathatébb, ha az egysskésk nevet adunk, és a reszfakbol
epitjuk fel a teljes fat:

B( 12
/\
B( 9 B( 17
/\ /\
B( 5 B( 11 B( 14 B( 22
7\ / 7\
/\ L, ,L), L, \ L, L))
B(3 B(7 B( 16
7N 7\ 7\
L L), Lb), LL)),
val tr3 = B(L,3,L); val tr7 = B(L,7,L);
val tr5 = B(tr3,5,tr7); val trll = B(L,11,L);
val tr9 = B(tr5,9,tr1l); val trl6 = B(L,16,L);
val trl4 = B(L,14,tr16); val tr22 = B(L,22,L);

val trl7 = B(trl4,17,tr22); val trl2 = B(tr9,12,trl7);

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-175

Binaris fakdatatype deklaracioval (folyt.)

@ Masféle fastrukturakat is deklaralhatunk, pl.

@ kezdhetjuk aza tipusu értékkel, majd folytathatjukd@b a bal, azutan a jobb részfa
megadasaval:

datatype 'a tree = L | B of 'a * 'a tree * 'a tree
@ felhasznalhatjuk a levelet is értékek tarolaséara:

datatype 'a tree = L of 'a | B of 'a * ’a tree * ’a tree
@ az ertéket nem tarolo tres csonkokat pdehgel jeldlhetjik:

datatype 'a tree = E | L of 'a | B of 'a * 'a tree * 'a tree

@ A rekurziv fliggvényekhez hasonloan a rekurziv adattipusdkaraciojaban is kell lennie
nemrekurziv agnak (a rekurzio leallitasahoz).

@ A nemrekurziv ag hianya miatt az alabbi, szintaktikailatyée deklaraciok hasznalhatatlanok:
datatype 'a badtree = B of 'a badtree * 'a * 'a badtree

datatype 'a badtree = L of 'a badtree
| B of 'a badtree * 'a * 'a badtree

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-176

Egyszerl muveletek binaris fakon

Legyen

datatype 'a tree = L | N of 'a * 'a tree * 'a tree

@ nodes egy fa csomopontjait szamlalja meg.

(* nodes : ’'a tree -> int
nodes f = az f fa csomoépontjainak a szama *)
fun nodes (N(, t1, t2)) = 1 + nodes t2 + nodes tl1
| nodes L = 0O

@ Akkumulatort hasznalo valtozatandesa — a kétfelé agazo rekurzio miatt nem nyerink vele
szinte semmit, de sikerllt kevésbé érthet tenniink. :-(

fun nodesa f =
let (* nodesO(f, n) = n + a csomoépontok szama f-ben
nodesO : 'a tree * int -> int *)
fun nodesO (N(_, t1, t2), n) = nodesO(tl, nodesO(t2, n+1))
| nodesO (L, n) = n
in
nodesO(f, 0)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-177

Egyszerl miveletek binaris fakon (folyt.)

@ A fa gyokeréldl a leveléhez vezétuton az élek szamat (az Ut hosszat) az adott levél sziktjéne
nevezzuk. A szintek k6zll a legnagyobbat arfélységénekivjuk.

@ depth egy fa mélysegét hatarozza meg.

(* depth : 'a tree -> int
depth f = az f fa meélysége *)
fun depth (N(_, t1, t2)) = 1 + Int.max(depth t2, depth tl)
| depth L = 0

@ depth akkumulatort hasznalo6 valtozatdeptha — a kétfelé agazo6 rekurzidé miatt most sem
nyerink vele szinte semmit.

fun deptha f =
let fun depthO (N(_, t1, t2), d) =
Int. max(depthO(tl, d+1), depthO(t2, d+1))
| depthO (L, d) = d
in
depthO(f, 0)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-178

Egyszerl miveletek binaris fakon (folyt.)

@ fulltree n mélységlteljes binaris fatépit, és a fa csomoépontjditol 2" — 1-ig beszamozza.

(* fulltree : int -> int tree
fulltree n = n mélységi teljes fa *)
fun fulltree n = let fun ftree (, 0) = L
| ftree (k, n) = N(k, ftree(2*k, n-1),
ftree(2*k+1, n-1))
in
ftree(1, n)
end

Egy teljes binaris faban minden csomopontbdl pontosanlkedel ki, €s minden levelének
ugyanaz a szintje.

@ reflect  afat afug@leges tengelye mentén tukrozi.

(* reflect . 'a tree -> ’a tree
reflect t = a flgg Oleges tengelye mentén tukrozott t fa *)
fun reflect L = L
| reflect (N(v,t1,t2)) = N(v, reflect t2, reflect tl)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-179

Lista eballitdsa binaris fa elemeaib

@ Mindharom fliggvényinaris fabadl listatallit eld. Abban kilénbdznek, hogy mikor veszik ki a
csomopontokban tarolt értekeket, és milyen sorrendbgakjae a részfakat:

@ preorder eldszor az értéket veszi ki, majd bejarja a bal, és azutan argsbat;
@ inorder bejarja a bal részfat, majd kiveszi az értéket, €s végutjaeggobb részfat;
@ postorder  eldszor bejarja a bal, majd a jobb részfat, és utoljara veszz értéket.

@ Az akkumulatort nem hasznal6 valtozatok egyszerlekettrt, de nem elég hatékonyakaa
operator hasznalata miatt.

(* preorder, inorder, postorder : 'a tree -> ’a list *)
(* preorder f = az f fa elemeinek preorder sorrendi listaja * )
fun preorder L = []

| preorder (N(v,t1,t2)) = v :: preorder t1 @ preorder t2
(* inorder f = az f fa elemeinek inorder sorrendi listdja *)
fun inorder L = []

| inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ (v :: inorder t2)

(* postorder f = az f fa elemeinek postorder sorrendi listaj a *)
fun postorder L = []
| postorder (N(v,t1,t2)) = postorder t1 @ (postorder 2 @ [v] )

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-180

Lista eballitasa binaris fa elemedb(folyt.)

@ Hainorder el6z0 valtozataban amorder t1 @ (v :: inorder t2) kifejezésben &
Vv . inorder t2 részkifejezest nem tesszik zarojelbe, a fordito hibat jevel:: és@
azonos precedencidju, és ezeért zarojelek nélkdl a nyiatdan hibasnorder t1 @ v
részkifejezést akarna kiertékelni.

@ inorder el6z6 megvaldsitasaval kb. egyenértékil a koveikegtozata, amelybenaelem
helyett az egyelem[y] listat flzzikinorder t2  elé:

fun inorder L = []
| inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ ([v] @ inorder t2)

Ez a valtozat azonbawppant sérulékenygyanis a hatékonysaga flgg a zarojelek kirakasato
Ha a[v] @ inorder t2 részkifejezést nem tesszik zarojelbe, akkor a forddszélr a
inorder t1 @ [v] részkifejezést fogja kiértékelni, azaz egy egyelemalist fliz egy
(altalaban) jéval hosszabbat!

@ Az elmondottakhoz hasonlo okbgbstorder  bemutatott valtozata iendkivil sérilékenyHa
ugyanis a postorder t1 @ (postorder t2 @ [v]) kifejezésben az amugyis rossz
hatekonysagpostorder t2 @ |[Vv] részkifejezest nem tesszuk zarojelbe, akkor a fordito
eldszor a postorder t1 @ postorder t2 részkifejezést ertékeli ki, azaz a ket,
felteheben hosszu listat fizi egybe, majd a létrehozott erednstayfizi az egyelem listahoz!

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lista eballitasa binaris fa elemedb(folyt.)

Binaris fak ~ FP-9-11-181

Az akkumulatort haszndal6 valtozatok megint nehezebbde®Bit, de talan valamivehatékonyabbak

foleg a veremhasznalat szempontjal@hélyett:: -ot hasznalunk).

(* preord : 'a tree * 'a list -> 'a list
preord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
preorder sorrendi listdja *)
fun preord (L, vs) = vs
| preord (N(v,t1,t2), vs) = v:preord(tl, preord(t2,vs))

(* inord : 'a tree * 'a list -> ’a list
inord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizatt,
inorder sorrendi listaja *)
fun inord (N(v,t1,t2), vs) = inord(tl, v:inord(t2,vs))
| inord (L, vs) = vs

(* postord : 'a tree * 'a list -> 'a list
postord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
postorder sorrendi listaja *)
fun postord (N(v,t1,t2), vs) = postord(tl, postord(t2, v::
| postord (L, vs) = vs

VS))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév

(Funkcionalis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-182

Binaris fa eballitasa lista elemedd: balPreorder

@ Listatkiegyensulyozottbalancedbinaris favaalakitanak a kovetkézfiiggvények:
balPreorder ,ballnorder  ésbalPostorder ;a kllonbség kdzottik most is a bejarasi

sorrendben van.

@ (* balPreorder: ’'a list -> ’a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib ol allo, preorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
%)
fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in
N(x, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ A hatékonysagot kisebb mértékben rontja, hogpt.take ésList.drop  egymastdl
fuggetlentlkétszemennek végig a lista disfelén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-183

take ésdrop egyetlen figgvennyetake'ndrop

@ rjunk take’'ndrop  néven olyan fiiggvényt, amelynek egy listabol és egk egészBl allo par
az argumentuma, és egy olyan par az eredménye, amelyrietagja a lista elsk db eleme,
masodik tagja pedig a lista tébbi eleme.

(* take’ndrop : ’'a list * int -> 'a list * 'a list
take’'ndrop(xs, k) = olyan par, amelynek
els 0 tagja xs els 0 k db eleme,
masodik tagja pedig xs maradéka
%)
fun take’'ndrop (xs, k) =
let fun td (xs, 0, ts) = (rev ts, XS)
| td ([, _, ts) = (rev ts, [])
| td (x::xs, Kk, ts) = td(xs, k-1, X::ts)
in
td(xs, Kk, [])
end

@ take'ndrop felhasznalasa, nevezetesen az eredmeényul atadott panmdasitani kell
balpreorder  felépitésén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-184

Binaris fa eballitasa lista elemei: balPreorder , Ujra

@ Ez volt:

fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in  N(X, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ Ez lett:

(* balPreorder: 'a list -> 'a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib ol allo, preorder ... *)
fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
val (ts, ds) = take'ndrop(xs, k)
iIn  N(x, balPreorder ts, balPreorder ds)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-185

Binaris fa eballitasa lista elemedd

@ (* ballnorder: 'a list -> 'a tree
ballnorder xs = az xs lista elemeib ol allé, inorder bejarasu,
kiegyensulyozott fa
%)
fun ballnorder [] = L
| ballnorder (xxs as Xx::xs) =
let val k = length xxs div 2
val ys = List.drop(xxs, k)
in
N(hd ys, ballnorder(List.take(xxs, k)),
ballnorder(tl ys))
end

@ (* balPostorder: 'a list -> 'a tree
balPostorder xs = az xs lista elemeib ol allé, postorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
*)
fun balPostorder xs = balPreorder(rev xs)

@ ballnorder take’'ndrop -pal valo definidlasat meghagyjuk gyakorlo feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-186

Elem rekurziv torlése binaris fabol

@ Adott értéklelemetrekurziv modszerrahegkeresnegyszeri feladat.

@ Uj elemet beszlrrsem nehéz: rekurziv modszerrel keresiink egy levelet, é&kenhelyére
berakjuk az Uj értéket. Ha a fa rendezve van, tigyelnink kell Aogy a rendezettség
megmaradjon.

@ Adott ertéklielemetvagy elemeketekurziv modszerrelitorolni valamivel nehezebb: ha a
torlend érték az éppen vizsgalt részfa gytkerében van, a két reésztes fa részfaitegyesiteni
kell, miutan a torlést a két részfan mar vegrehajtottuk.

@\ ﬂ

—=

@ Megtehetjik, hogy ébb egyesitjik a két részfat, majd az eredménytil kapoti téabdljik az
adott értékl elemet.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-187

Elem rekurziv torlése binaris fabol (folyt.)

@ A join -nal egyesitjuk a torlés hatasara |étr@&jdét részfat: a bal részfat lebontja, és kozben |
elemeit egyeseével berakja a jobb részfaba.

(* join : 'a tree * 'a tree -> ’'a tree
join(b, ) = a b és a j fak egyesitésével létrehozott fa *)
fun join (L, tr) = tr
| join (N(v, It, rt), tr) = N(v, join(lt, rt), tr)

@ A remove rendezetlen binaris fabol torli azértékl elenvdssze®ld6fordulasat.

(* remove : 'a * 'a tree -> ’'a tree
remove(i, f) = i dsszes el Ofordulasat torli f-b ol *)
fun remove (i, L) = L
| remove (i, N(v,ltrt)) =
if i<>v
then N(v, remove(i,lt), remove(i,rt))
else join(remove(i,lt), remove(i,rt))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-188

Binaris kereséfak: blookup , binsert

@ Rendszerint adott kulcsu elemet kerestink egy rendezéitibii@ban, ehhez ertékeket kell
dsszehasonlitanunk egymassal, ehhez a keresett kulegpaklioségi tipusundell lennie (a
példaban &tring  tipust hasznaljuk).

@ A flggvényekkivételtjeleznek, ha a keresett kulcsu elem nincs a Kifédman:
exception Bsearch of string
@ A blookup fliggvény adott kulcshoz tartozo ertéket ad vissza:

(* blookup : (string * 'a) tree * string -> 'a
blookup(f, b) = az f faban a b kulcshoz tartozé értéek
%)
fun blookup (L, b) = raise Bsearch("LOOKUP: " ~ D)
| blookup (N((a,x), t1, t2), b) =

if b < a then blookup(tl,b)
else if a < b then blookup(t2, b)
else x;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-9-11-189

Binaris kereséfak: bupdate

@ A binsert flggveny egy Uj kulcsu elemet rak be egy rendezett binbia,flaa még nincs benn

(* binsert : (string * 'a) tree * (string * 'a) -> (string * 'a) t ree
binsert(f, (b,y)) = az () (b,y) kulcs-érték parral b Ovitett f fa *)
fun binsert (L, (b,y)) = N((b)y), L, L)
| binsert (N((a, x), t1, t2), (b)y)) =
if b < a then N((a, x), binsert(tl, (b)y)), t2)
else if a < b then N((a, x), t1, binsert(t2, (b,y)))
else (* a=b *) raise Bsearch("INSERT: " " b);

@ A bupdate fliggvény meglé® kulcsu elembe ) értéket ir be egy rendezett binaris faban:

(* bupdate : (string * ’'a) tree * (string * 'a) -> (string * 'a) t ree
bupdate(f, (b,y)) = az f fa, a b kulcshoz tartoz6é érték helyén
az y ertékkel *)
fun bupdate (L, (b,y)) = raise Bsearch("UPDATE: " " b)
| bupdate (N((a,x), t1, t2), (b,y)) =
if b < a then N((a,x), bupdate(tl, (b,y)), t2)
else if a < b then N((a,x), t1, bupdate(t2, (b,y)))
else (* a=b *) N((b,y), t1, t2);

@ A fliggvényekgenerikussdételét meghagyjuk gyakorlé feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)




Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Legnagyobb k6z6s o0szto

@ Fontos, hogy algoritmusaink futasi idejét és tarigény@eiguk — kiléndsen korlatos @sforrasu
(pl. beagyazott) rendszerekben fontos ez.

@ Kovetked példanka ésb legnagyobb kdzos osztéjat szamolja ki az euklideszi adlgoussal.

@ Az alapgondolat az, hogy hat b-vel osztvar a maradék, akkot ésb k6z6s 0sztdi azonosakes
r k6z6s osztoival.

@ A matematikai definiciot most is pontosan kdveti az SML-Nigy.
ged(a,0) = a fun gcd (a, 0) = a
ged(a, b) = ged(b, a mod b) | gcd (a, b) = gcd(b, a mod b)
@ A fuggvényrekurziv,a folyamatiterativ. A Iépések szama logaritmikusam-Amiért is?

Az Un.Lameé-tétebzerint — Id. SICP, 1.2.5. szakasz — ha az euklideszi algositegy szampar
legnagyobb k6z6s osztojatiepésben szamitja ki, akkor a szampar kisebbik tagja neet leh
kisebb ak-adik Fibonacci-szamnal.

Legyenn az algoritmus kisebbik paramétere. Ha a leghagyobb ko6zié &szamitasahok

lépésre van szikség, akker> F(k) ~ ®F /\/5. A k |épésszam tehat valobanaz ® alapl —
logaritmusaval aranyos.

ldézziik fol, hogy® = (1 + 1/5)/2 ~ 1.61803 azaranymetszéaranyszama.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Primteszt

@ A prime predikatum egy: szam prim voltat teszteli. AndDivisor fluggveny 2-61 kezdve
megkeresi az szam legkisebb osztojat. Azszam prim, ha legkisebb osztdja maga.az

@ Az n osztoit 2-6l \/n-ig kell keresni, igy a Iépések szarog,/n).

(* prime n = true if n is prime
prime : int -> bool
")
fun prime n =
let
infix divides
fun smallestDivisor n = findDivisor(n, 2)
and findDivisor (n, testDivisor) =
if square testDivisor > n
then n
else if testDivisor divides n
then testDivisor
else findDivisor(n, testDivisor+1)
and square x = X * X
and a divides b = b mod a = 0
in
n = smallestDivisor n
end;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Primteszt (folyt.)

@ A kdvetked SML-predikatum egy szam prim voltaaldszinlségi modszernglszteli. A [épések
szamaO(lgn).
@ Az algoritmus a kis Fermat-tételen alapul, amely azt mokdgjhogy:

han prim és) < a < n, akkora™ modulon szerintkongruens:-val, azaz:" mod n = a (Id. pl.
SICP, 1.2.6. szakasz).

@ Két szam akkokongruensmodulon szerint, han-nel osztva mindkefinek ugyanaz a
maradéka. Egy szamn-nel valé osztasanak maradékanodulon szerinti maradéekanak,
vagy rovidena modulon-nek is nevezik.

@ Han nem prim, akkor az < n szamok nagy hanyadara nem teljesil a fenti relacio.

@ A primteszt algoritmusa ezek utan a kovetkez

@ Adott n-re véletlenszerlien valasszunk egy. n szamot: ha" mod n # a, akkorn nem prim.
Ellenked esetben nagy a valoszinlisége, hogyim.

@ Valasszunk véletlenszerlien egy masik n szamot: ha' mod n = a, akkor névekedett
annak a valészinlisége, hogyraprim. Ujabb és Ujabb értékeket valasztva egyre
biztosabbak lehetlink abban, hogyragrim.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Primteszt (folyt.)

@ Az expmod segedfiiggveny base szamexp -edik hatvanyanak modulmszerinti maradéekat
adja eredmenyuil.

(* expmod (base, exp, m) = base exp-edik hatvanya modulo m
expmod : int * int * int -> int
%)
fun expmod (, 0, ) =1
| expmod (b, e, m) =
if even e
then square(expmod(b, e div 2, m)) mod m
else b * expmod(b, e-1, m) mod m
and even n = nmod 2 =0
and square x = X * X;

@ Nagyon hasonlo felépitéskptFast -hoz. A Iépések szama a kit@logaritmuséaval aranyos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Primteszt (folyt.)

@ Ha mosml-t hasznalunk, betoltjikRrandomkonyvtarat:
load "Random®;

@ fermatTest general egy alvéletlen-szamot, és egyszer elvégzi a Jasga

(* fermatTest n = false if n is not prime
fermatTest : int -> bool
%)
fun fermatTest n =
let fun trylt a = expmod(a, n, n) = a
in trylt((Random.range (1, n) (Random.newgen()) )
end,;

@ fastPrime times  -szor megismétli a vizsgalatot:

(* fastPrime (n, times) = true if n passes the prime test times times
fastPrime : int * int -> bool
%)
fun fastPrime (n, 0) = true
| fastPrime (n, t) = fermatTest n andalso fastPrime(n, t-1);

@ Ez a megoldas csak nagy valészinlséggel, de nem teljesyoigeaggal ad valaszt a kérdésre.
Példaul az 561 atmegy a Fermat-teszten, bar nem prim.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Flggvények mint altalanos szamitasi modszerek

@ Lattuk, hogy a fuggveény (ill. altalaban az eljaras) olydrsztrakcigo amely — a paraméterként
atadott adatok konkrét értékefiggetlentl — dsszetett miveleteket ir le.

@ Az olyan magasabbrendi fliggveny, amelynek figgvény aypetere, mégnagasabb szintl
absztrakcio, hiszen az altala megvaldsitott 6sszetetelaiet nemcsak egyes konkrét adatoktd
hanem egyes konkrét miveletékis fliggetlenné tesszik.

@ A magasabbrendi fuggvény (eljaras) tehat valamiBléaanos szamitasi modszéejez ki.

@ A kovetked lapokon két nagyobb példat ismertetiink a SICP alapjaalaalbs szamitasi
modszert fliggvényekérushelyeineksfixpontjanaka megtalalasara.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel

@ Az intervallumfelezés modszere hatékony eljarag @2 = 0 egyenlet gyokeinek megtalalaséara
ahol f folytonos fuiggveny.

@ A kozismert alapotlet a kovetkéz

@ Megfeleben megvéalasztott-ra ésb-re, amelyekref(a) < 0 < f(b), f-nek legalabb egy
zérushelye van ésb kdzott.

@ A zérushely megtalalasahoz legyer- (a + b)/2. Ha f(z) > 0, akkor f zérushelyét ésx
kdzott, haf(z) < 0, akkorx ésb kozott kell keresniink.

@ A keresést — a rekurzidt — akkor hagyjuk abba, amikor két eégpyatani kozeld értékeltérése
egy ebre meghatarozott értéknél kisebb lesz.

@ Mivel az eltérés minden Iépésben a felére cstkkery, 2&arushelyének megtalalasahoz sziikséc
lépések szam@(L/T), ahol L az intervallum hossza kezdetben,7éa megengedett eltéres.

@ A leirt algoritmust valésitja megsearch fliggvény (Id. a kévetkezlapon):

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

(* search (f, negPoint, posPoint) = root of f x in the
negPoint <= x <= posPoint interval
PRE: f negPoint <= 0 and f posPoint >= 0
search : (real -> real) * real * real -> real
*
)
fun search (f, negPoint, posPoint) =
let val midPoint = average(negPoint, posPoint)
in
if closeEnough(negPoint, posPoint)
then midPoint
else let val testValue = f midPoint
In
if positive(testValue)
then search(f, negPoint, midPoint)
else if negative(testValue)
then search(f, midPoint, posPoint)
else midPoint
end
end
and average (x, y) = (x+y)/2.0
and closeEnough (x, y) = abs(x-y) < 0.001
and positive x = x > 0.0
and negative x = x < 0.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-19

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

@ Az elofeltételek betartasat célszeséarch alkalmazasa étt ellerdrizni, nehogy rossz valaszt
kapjunk az SML értelmemnol.

load "Math":

@ Helyes az eredménye:
search(Math.sin, 4.0, 2.0);
> val it = 3.14111328125 : real
@ Hibas az eredménye:
search(Math.sin, 2.0, 4.0);
> val it = 2.00048828125 : real
@ A halfIntervalMethod fuggveény (Id. a kovetkdzlapon) elvégzi az ellgiwzést, és jelzi, ha
negPoint vagyposPoint kezdeti értéke nem jo.

@ Figyeljik meg azigyek szétvalasztasdy alkalmazasatsearch a gyokkereseési strategiat
valésitja meghalfintervalMethod pedig az dbfeltételek meglétét ellémzi.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

@ (* halfintervalMethod (f, a, b) = root of f x in the a <= x <= b int erval
halfintervalMethod : (real -> real) * real * real -> real
%)
fun halfintervalMethod(f, a, b) =
let val (aValue, bValue) = (f a, f b)
in
if negativeOrZero aValue andalso positiveOrZero bValue

then search(f, a, b)
else if negativeOrZero bValue andalso positiveOrZero aVal ue
then search(f, b, a)
else print ("Values " » makestring a » " and " A
makestring b A " are not of opposite sign.\n")

end
and positiveOrZero x = x >= 0.0
and negativeOrZero x = x <= 0.0;

@ A figgvénynek ez a valtozata hibas, merifathen-else feltételes kifejezés 6sszes agane
ugyanolyan tipuséredmeénykell adnia, marpedigrint eredménye nenmt tipusu.

@ (Csunya) megoldas de; f) alakluszekvencialis kifejezémsznalata: az értelmekiértékel
e-t ésf -et a felirt sorrendben, eredményiil petligrtékét adja (Id. a kbvetké4apon).

@ Szebb, h&kivételtjelzlink: ezt meghagyjuk gyakorlo feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

(* halfIntervalMethod (f, a, b) = root of f x in the a <= x <= b int erval
halfintervalMethod : (real -> real) * real * real -> real *)
fun halflntervalMethod(f, a, b) =
let val (aValue, bVvalue) = (f a, f b)
in if negativeOrZero aValue andalso positiveOrZero bValue
then search(f, a, b)
else if negativeOrZero bValue andalso positiveOrZero aVal ue
then search(f, b, a)
else (print ("Values " ™ makestring a » " and " ~ makestring b *
" are not of opposite sign.\n"); 0.0)
end
and positiveOrZero x = x >= 0.0
and negativeOrZero x = x <= 0.0;

halfintervalMethod(Math.sin, 2.0, 4.0);

> val it = 3.14111328125 : real
halfintervalMethod(fn x => x*x*x-2.0*x-3.0, 1.0, 2.0);
> val it = 1.89306640625 : real
halfintervalMethod(Math.sin, 2.0, 2.5);

Values 2.0 and 2.5 are not of opposite signs
> val it = 0.0 : real

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa

@ Az f(x) = x egyenletet kielégitx az f fuggveényfixpontja.

@ Egy f fuggvény valamely fixpontjat megfetekezdértékiol kiindulva f rekurziv alkalmazasava
hatarozhatjuk meg:

f, f(fx), f(f (f)), FOFCFCf2))), -

A rekurzid akkor fejezhét be, amikor mar elhanyagolhaté mértékl a valtozas.

@ A fixedPoint  fliggvény paramétere egy par; ennelddakgja egy fuggveny, amelynek a
fixpontjat keressiik, a masodik tagja pedig a fixpont egy kizelitése:
fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of f in the proximity offirstGuess  with
toleranceolerance

@ Szukségunk van tehat még a kdzelitées megkivant pontossagar

val tolerance 0.00001;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

(* fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of f in the proximit y of
firstGuess with tolerance tolerance

fixedPoint : (real -> real) * real -> real

*
)
fun fixedPoint (f, firstGuess) =
let
fun closeEnough (v1, v2) = abs(vl-v2) < tolerance
fun try guess =
let
val next = f guess
in
if closeEnough(guess, next)
then next
else try next
end
in
try firstGuess
end;

fixedPoint(Math.cos, 1.0);
fixedPoint(fn y => Math.sin y + Math.cos y, 1.0);

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

@ A fixpontszamitas hasonlit a négyzetgydkvonas korabbameszglt folyamatara: mindkeétt
azon alapul, hogy addig finomitjuk a kozelitést, amig valgni feltétel nem teljesiil.

@ A négyzetgyodkvonas konnyedén megfogalmazhato fixpontisagként: har négyzetgyokey,
akkory x y = z, azazy = x/y. Az fy = x/y flUggvény fixpontja tehat az neégyzetgyoke.
fun sgrt x = fixedPoint (fn y => x/ly, 1.0);

@ A megoldasunk rossz, ugyanis nem konvergal! Konnyen bati@th

Legyenz négyzetgyokének edskodzelitése/1, a masodik/2 = = /y1, a harmadik
y3 =z/y2 =x/(x/yl) = yl. Lathatd, hogy a folyamat sohasem ér véget.

@ Az oszcillaciot pl. ugy gatolhatjuk meg, hogprlatozzukkét kdzelit erték kozott a valtozas
merteket.

@ Mivel a helyes valasz mindig agkozelio értek esc/y kozott vany-hozx /y-nal kbzelebb esq;
kdzeli értekkénty ésx /y atlagat valaszthatjuky — (y + x/y)/2.
fun sgrt x = fixedPoint (fn y => (y+x/y)/2.0, 1.0);

@ Ezt a gyakran hasznalhatdo médszdtagcesillapitasnaKangolulaverage dampingyevezik.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

Az atlagcsillapitas modszere

@ A fuggvényekdl mint absztrakcids eszkdzdaMrszélva eddig olyan magasabbrend( fliggvénye
hasznaltunk, amelyeknek mas fliggvények voltak a parageiéter

@ Most olyan magasabbrendi fliiggvényeket mutatunk be, akélggvény{pontosabban
fluggvényértekeddnak eredmenyul.

@ A korabban bemutatoé#tlagcsillapitdssokszor hasznalhatdo modszer, ezért érdemes 6nallo
fuggvényként megirni: ha adott gztiggvény, eb kell allitaniz és fx atlagat.

(* averageDamp f = f valamely x-re alkalmazva el oallita x és f x atlagat
averageDamp : (real -> real) -> real -> real

")

fun averageDamp f = fn x => (x + f xX) / 2.0;

@ Jol lathato, hogwverageDamp , ha csak egyetlen paraméterre alkalmazzuk, fliggvénystragk
eredményulaverageDamp részlegesen alkalmazhaté figgveny.

@ PeldaaverageDamp alkalmazéasara:
(averageDamp (fn x => x*x)) 10.0; (* 10.0 és 100.0 atlaga *)
@ A kiértékelés sorrendje miatt a kdlgardjelpar el is hagyhato:

averageDamp (fn x => x*x) 10.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

Az atlagcsillapitas modszere (folyt.)

@ averageDamp definicigja felirhato dun szintaktikai édesitoszerre:
fun averageDamp f x = (x + f x) / 2.0;

@ sqgrt averageDamp  -pel felirt valtozata explicitté teszifaxpontmeghatarozass az
atlagcsillapitasmodszerét, tovabbéa az—= x/y egyenlet hasznalatét.

fun sgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/y), 1.0);
sqgrt 4.0;

@ Tanulsag: egy folyamatot sokféle eljarassal leirhatuslalényegetsokkal kbnnyebb megérteni,
hamegfelelben megvalasztott absztrakcidketetiink be.

@ Még egy példa a bemutatottak alkalmazasara: kibgyoke az) — z/y* — SML-jeldléssel az
fny => x/(y*y) — figgvény fixpontja. A megoldas mar kész is van!

fun cubeRoot x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/yly), 1.0 );
cubeRoot 8.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

Az altalanos Newton-modszer

@ L egyenx — g(z) egy differencialhaté fuggvény §3z) = = — g(z)/4¢'(z), aholg'(z) a g figgveny
x szerinti derivaltja. Ekkor g(z) = 0 egyenletr megoldasa az — f(x) flUggvény egy fixpontja.
@ Az altalanos Newton-modszeghat a fixpontmodszer egy alkalmazasg diaggveny egy

fixpontjanak megtalalasara. Szamoiggvényre és megfel@én megvalasztoit értékre az
altalanos Newton-maodszer gyorsan konvergal.

@ ElGszor is azt a@eriv - fuggveényt kell definialnunk, amelynek (axverageDamp fliggvényhez
hasonldan) fliggvény a paramétere, és fliggvényt ad eredényii

@ Ha g flggvény ésix egy kis szam, akkor afliggvényq’ derivaltja az a fliggvény, amelynek
értéke barmely szamra a kovetkée ¢'(x) = (g(x + dx) — g(x))/dx.
(* deriv g = g derivaltja
deriv . (real -> real) -> real -> real
*)
val dx = 0.00001;
fun deriv g = fn x => (g(x+dx) - g x) / dx;
@ Példaul azr — 2° figgvény derivaltjar = 5-re (pontos értéke 75):

let fun cube x = x*x*x in deriv cube 5.0 end:

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

A Newton-modszer fixpont-folyamatkent

@ deriv felhasznalasaval az altalanos Newton-mod&xpont-folyamatkéntdefinialhato:

(* newtonTransform g x = g transzformaltja az altalanos
Newton-mdédszer alkalmazasahoz
newtonTransform : (real -> real) -> real -> real
newtonsMethod g guess = g gyotkhelye, ahol guess a
gyOkkeresés kezd 0Oértéke
newtonsMethod : (real -> real) -> real -> real

%)
fun newtonTransform g x = X - (g x / deriv g X)
and newtonsMethod g guess = fixedPoint(newtonTransform g, guess);

@ PéldanewtonsMethod hasznalatara;

fun sgrt x = newtonsMethod (fn y => y*y-x) 1.0;
sqrt 16.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcio figgvényekkel (eljardsokkal)  FP-9-11-20

A fixpontmodszer kétféle alkalmazasa

@ Keét altalanos modszer egy-egy alkalmazasat lattuk egy s&gyzetgyokének kiszamitasara: a
egyik a fixpont-, a masik a Newton-maodszer.

@ Mivel az utdbbi is a fixpontmodszeren alapul, valojaban adintmodszer kétféle alkalmazasat
lattuk.

@ Mindkét esetben egy fuggvenykindulunk ki, és kiszamitjuk valamely transzformaltjaregy
fixpontjat.

@ Ezt az altalanos moédszert is definialhatjuk eljaraskémg@nyként):

(* fixedPointOfTransform (g, transform, guess) = a fixed po int

of transform g with the initial guess guess

fixedPointOfTransform
'‘a * ("a -> real -> real) * real -> real
*
)
fun fixedPointOfTransform (g, transform, guess) =
fixedPoint(transform g, guess);

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakciod fuggvényekkel (eljardsokkal)

A fixpontmodszer ketfele alkalmazasa (folyt.)

FP-9-11-21

@ Ez volt példaukqrt fixpontkeresésen alapul6 élséaltozata:

fun sgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/y), 1.0)

@ Atirva az altalanos médszert megvalésito fliggvénnyel:

fun sgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => xly,
averageDamp, 1.0)

@ Ez volt példaukgrt Newton altalanos modszerét hasznalé masodik valtozata:

fun sgrt x = newtonsMethod (fn y => y*y-x) 1.0;

@ Atirva az altalanos maédszert megvaldsité fiiggvénnyel:

fun sgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => y*y-x,
newtonTransform, 1.0)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



LISTAK RENDEZESE




Listdk rendezése  FP-9-11-212

Listak rendezeése (folyt.)

@ inssort  (beszurd rendezés),

@ selsort  (kivalaszto rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort (folulrdl lefelé haladd 6sszefésiitendezés),
@ bmsort (alulrél folfelé halado dsszefésid rendezés),

@ smsort (simarendezés).

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-213

Alulrél folfelé halado O0sszeféstirendezés

@ Az alulrél folfelé halad6 dsszefésillendezégbottom-up merge sortggegyszeriibb valtozata a
eredetik hosszusagu listdt darab egyelemd listara bontja, majd a szomszédos listakat
dsszefuttatja, igy 2, 4, 8, 16 stb. elem( listakat albt el

@ R. O'Keefe algoritmusa (1982) lepékléepésre futtatja 6ssze az egyforma hosszu részlistdéat
csak az utolso Iépésben rendezi az 6sszeset. Az aldbbbpélda dsszefuttatott részlistakat
egymas mellé irassaloljik:

ABCDEFGHIJK
AB CDEFGHIJK
AB CD EFGHIJK
ABCD EFGHIJK
ABCD EF G HIJK
ABCD EF GH 1J K
ABCD EFGH ' J K
ABCDEFGH ' J K
ABCDEFGH J K

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-214

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésibirendezés (folyt.)

@ bmsort asorting segédfliiggvenyt hasznalja, amelynek

@ elsh argumentuma a rendezénlikta,
@ masodik argumentuma a mar rendezett részlistak akkunnalato
@ harmadik argumentuma az adott Iépésben dsszefuttatagihserszama.

(* bmsort xs = az xs elemeinek a <= relacié szerint
rendezett listaja
bmsort : int list -> int list
%)

fun bmsort xs = sorting(xs, [], 0)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-215

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésibirendezés (folyt.)

@ Ha a rendezerilista xs ) még nem fogyott el, soron kdvetkeelemébl sorting  egyelemi
listat [xX] ) képez, és ezt a mar rendezett részlistak listag | elé flzve meghivja a
mergepairs segedfiiggvényimergepairs az argumentumként atadott lista két azonos
hosszusagu bal oldali részlistajat fzi egybe, feltéwszee hogy vannak ilyenek. az eéppen
atadott elem sorszama. Ha a rendeddista kitrilt,sorting  a kétszintl lista egyetlen elemé
a rendezett listat adja eredményuil.

(* sorting (xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit
berakja a rendezett részlistak 6sszesen
mar k elemet tartalmazo Iss listajaba

PRE: k >= 0
sorting : int list * int list list * int -> int list

*

)

and sorting (x::xs, Iss, k) =

sorting(xs, mergepairs([x]::lss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-216

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésibirendezés (folyt.)

@ mergepairs egyetlen listdban gydjti a mar 6sszefuttatott részletakz éppen atadott elekn
sorszamabdl donti el, hogy mit kell csinalnia a kovetkezszlistaval.

(* mergepairs (llss, n) = az n elemet tartalmazé, mar rendeze tt
lIss lista els 0 két részlistajat,
ha egyforma a hosszuk, dsszefuttatja

PRE: n >= 0
mergepairs . int list list * int -> int list list

*

)

and mergepairs (llss as Isl:ls2:lIss, n) =

(* legalabb kételemi a lista *)

if nmod 2 =1

then llss

else mergepairs(merge(lsl, Is2)::Iss, n div 2)
| mergepairs (Iss, ) = Iss (* egyelemi a lista *)

@ Han paratlanmergepairs a listat valtoztatas nélkil adja vissza, ha paros, akkdisaz lista
elejen allo két, egyforma hosszu listat egyetlen renddiz&dva futtatja 6sszen=0-ra
mergepairs az 6sszes listak listajat olyan listava futtatja 6ssze Jyame& egyetlen eleme mag
is lista.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-217

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésibirendezés (folyt.)

@ A legrosszabb esetbénn - log n) |épésre van szikség.

@ A fiuggvények mikddését egy példan is bemutatjuk. A kérdas legyen

bmsort [1,2,3,4,5,6,7,8,9]
---> sorting ([1,2,3,4,5,6,7,8,9], [], 0)

@ Amigsorting el) argumentuma a nem Ures:xs)  lista,sorting  sajat magat hivja meg
A rekurziv hivas

@ elsh argumentuma a lépésenként egyre rovadd lista,

@ masodik argumentumaraergepairs([x]::lss, k+1) fliggvenyalkalmazas
eredménye, ahol kezdetblms = []

@ harmadik argumentum&<€1) a mar feldolgozott listaelemek szama.

fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::Iss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-218

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésibirendezés (folyt.)

@ A kovetked tablazatos elrendezés

@ mergepairs mindkét argumentumat,
@ arekurzivsorting hivas ittj -vel jel6lt 3. argumentumak+1 -et, és
@ binaris szamkérk -t mutatja |épégil [épésre.
@ A sorting fliggvény hivjamergepairs -tazokban a sorokban, amelyekben &j erteket vesz
fol, a tobbi helyemrmergepairs  hivasa rekurziv.

@ Ne feledjuk, hogymergepairs -nek listak listaja az etsargumentumal
@ A tablazat utolsé oszlopa a vonatkozé magyarazatra hizatko

@ \egylk észre, hogy kapcsolat vanles el eleme utani listaelemek hossza édslaitjei
kozott! Hak valamelyik bitje 1, akkor (balrdl jobbra haladva) lées  megfeleb listaelemének &
hossza az adott bit helyiértékével egyer 0 értékl biteknek megfel@listaelemek
,hianyoznak”llss -bol.

fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::Iss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-219

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésibirendezés (folyt.)

lIss nj k

[[1]] 11 0 ml
[[2],[1]] 2 2 1 m2
[[1,2]] 1 m3
[[3].[1,2]] 33 10 m3
[[4].[3].[1.2]] 44 11 m2
[[3.41.[1.2]] 2 m2
[[1,2,3,4]] 1 m3

[[5],[1,2,3,4]] 55 100 m3
[[6],[5].[1,2,3,4]] 6 6 101 m2
[[516]’[11213’4]] 3 m3
[[7].[5,6],[1,2,3,4]] 77 110 m3
[[8].[7].[5,6],[1,2,3,4]] 8 8 111 m2

[[718]1[516]’[1’2’3’4]] 4 m2
[[5161718]1[112’314]] 2 m2
([1.2.,3,4,5.6,7,8]] 1 m3
[191,[1,2,3,4,5,6,7,8]] 9 9 1000 m3
[91[1,23456,78] 00 m4

[[1,2,3,4,5,6,7,8,9]]

fun sorting (x::xs, Iss, k) =

sorting(
XS,
mergepairs([x]::lss, k+1),
k+1
)
| sorting ([], Iss, k) =
hd(mergepairs(lss, 0))

m1l: Az argumentumként atadott listanak egyetlen eleme vandrizag

lista), ezért az argumentumot mergepairs masodik kl6za
valtoztatas nélkil visszaadja ézhivésorting  -nak.

m2: n paros, ez azt jelzi, hogy az argumentumként atadott lista el

két eleme egyforma hosszu lista, amelyeketge egyetlen
rendezett listava futtat 6ssze, majd az eredménnyel
mergepairs el kl6za meghivja sajat magat.

m3: n paratlan, ez aztjelzi, hogy az argumentumként atadcdt diksd

két eleme nem egyforma hosszu lista, ezért az argumentumot
mergepairs el klbza valtoztatas nélkil visszaadja@hivo
sorting -nak.

m4: n=0, az 6sszes listak listajat olyan listava kell 6sszefuttatn

amelynek egyetlen lista az eleme.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév

(Funkcionalis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-22C

Simarendezeés

@ Az applikativ simarendezeésrfiooth sortplgoritmusa O’Keefe alulrdl folfelé haladd
rendezéséhez hasonld, de nem egyelem listakat, hanerkvwddutamokatallit elo.

@ Ha a futamok szama-t0l fliggetlen, azaz a lista majdnem rendezve van, akkor azititgus
végrehajtasi idejé®(n), és a legrosszabb esetben is legfeljebb ¢3ak- log n).

(* nextrun (run, xs) = olyan par, amelynek els 0 tagja xs egy
novekv 0 sorrendi futama, masodik tagja
pedig xs maradéka

nextrun : int list * int list -> int list * int list
*)
fun nextrun (run, X:Xs) =
if x < hd run
then (rev run, X::xs)
else nextrun(x::run, Xs)
| nextrun (run, []) = (rev run, [])

@ nextrun eredménye egy par, amelynekdtagja a futam (egy névekvszamsorozat), a masod
tagja pedig a rendezeadista maradéka.

@ A futam csokken sorrendben@vl, kilépéskor a futamot meg kell forditani.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Simarendezeés (folyt.)

Listdk rendezése  FP-9-11-221

@ smsorting a futamokat ismételten @llitja és dsszefuttatja:

(* smsorting (xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit

berakja a rendezett részlistak 6sszesen
mar k elemet tartalmazo Iss listajaba

PRE: k >= 0
smsorting : int list * int list list * int -> int list
%)
fun smsorting (x::xs, Iss, k) =
let val (run, tail) = nextrun([x], Xs)
in smsorting(tail, mergepairs(run::lss, k+1), k+1)
end
| smsorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

@ (* smsort xs = az xs elemeinek <= szerint rendezett listaja
smsort : int list -> int list

")

fun smsort xs = smsorting(xs, [], 0)

@ A simarendezés egy valtozagart neéven talalhato meg az mostubtsort

konyvtaraban.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév

(Funkcionalis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-222

Futasi idbk 6sszehasonlitasa sminj alatt

@ Az eddig hasznalkandomstruktira az mosml alatt mikodik.

@ Most az sminj értelmdwel hasonlitjuk 6ssze a gyorsrendezés, az alulrél folaladd
osszefesidl rendezeés és a simarendezés bemutatott valtozatainakyimabz sminj-ben
megvaldsitottistMergeSort.sort fliggvénynek a futasi idejét.

@ Az sminjRandomstrukturaja tobbek kdzott Random.rand (i,j) @sRandom.randint rand
fliggveényeket definialja (Ickhttp://www.sminj.org/doc/sminj-lib/Manual/random.h tml> ).

@ sminj alatt 800000 véletlenszambal all6 egészlistatalkteb a mérésekhez:

(*
local
val rand = Random.rand(57,87641)
fun rg 0 zs = zs
| rg i zs = rg (i-1) (Random.randInt rand :: zs)
fun rgen n = rg n ]
In
val xs800000R = rgen 800000
end
%)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-9-11-223

Futasi idbk 6sszehasonlitasa sminj alatt (folyt.)

A mérések:

(*

futldo (quicksortl Int.compare,"quicksortl","Int.comp are") (xs800000R,"rand");
futldo (quicksort2 Int.compare,"quicksort2","Int.comp are") (xs800000R,"rand");
futldo (quicksort3 Int.compare,"quicksort3","Int.comp are") (xs800000R,"rand");
futldo (bmsort,"bmsort","built-in op<=") (xs800000R,"r and");

futldo (smsort,"smsort","built-in op<=") (xs800000R,"r and");

futldo (ListMergeSort.sort op>=,"ListMergeSort.sort", "op>=") (xs800000R,"rand");
*)

Az sminj valaszai:

Int sort with quicksortl, Int.compare, length = 800000 (ran d), time = 5.61s
Int sort with quicksort2, Int.compare, length = 800000 (ran d), time = 2.80s
Int sort with quicksort3, Int.compare, length = 800000 (ran d), time = 5.26s
Int sort with bmsort, built-in op<=, length = 800000 (rand), time = 5.19s
Int sort with smsort, built-in op<=, length = 800000 (rand), time = 5.45s
Int sort with ListMergeSort.sort, op>=, length = 800000 (ra nd), time = 5.70s

VA4

Feltlro, hogyquicksort2  kétszer gyorsabfuicksortl  -nél: ennek oka feltehéén az, hogy
quicksortl -ben a@ot, quicksort2 -ben pedig a: -ot alkalmazzukquicksort3
lassusaganak oka minden bizonnyalist. partition alkalmazasaban keresénd

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)
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bmsort generikus valtozatagenbmsort

A kovetkedkben megirjubmsort , majdsmsort generikus valtozatat, azutan pedig
dsszehasonlitjuk a futasi idejiket a nemgenerikus vélékal.

(* genbmsort cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett i stdja
genbmsort : ('a * 'a -> order) -> ’'a list -> 'a list

merge (XS, ys) = Xs és ys elemeinek cmp szerint egyesitett lis taja
PRE: xs, ys cmp szerint rendezve vannak
merge : 'a list * 'a list -> ’'a list

mergepairs (llss, n) = az n elemet tartalmazo, mar rendezett llss lista
els 0 két részlistajat, ha egyforma a hosszuk, Osszefuttatja
PRE: n >= 0

mergepairs : ’a list list * int -> 'a list list

sorting (xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit bera kjia a
rendezett részlistdk dsszesen mar k elemet tartalmazo Iss | istdjaba
PRE: k >= 0

sorting : ’'a list * ’a list list * int -> 'a list

*)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)
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bmsort generikus valtozatagenbmsort (folyt.)

fun genbmsort cmp xs =

let
fun merge (Xxs as X:XS, yysS as y:ys) =
if cmp(y, X) = GREATER then x : merge (Xs, yys)
else y 1 merge (xxs, ys)
| merge (] ys) = ys
| merge (xs, []) = xs
fun mergepairs (llss as Isl:ls2:lss, n) = (* llss min. kéte lemi *)
if n mod 2 = 1 then llss
else mergepairs (merge (Isl, Is2) :: Iss, n div 2)
| mergepairs (Iss, ) = Iss (* Iss egyelemi *)
fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting (xs, mergepairs ([X]::lss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs (Iss, 0))
in
sorting (xs, [], 0)
end,

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)
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smsort generikus valtozatagensmsort

(* gensmsort cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett i stgja

")

gensmsort : ("fa * 'a -> order) -> ’'a list -> 'a list

merge (XS, ys) = xs és ys elemeinek cmp szerint egyesitett lis taja
PRE: xs, ys cmp szerint rendezve vannak
merge : 'a list * 'a list -> ’a list

mergepairs (llss, n) = az n elemet tartalmazdé, mar rendezett liss lista
els 6 két részlistdjat, ha egyforma a hosszuk, 6sszefuttatja
PRE: n >= 0

mergepairs : ’'a list list * int -> ’a list list

nextrun (run, xs) = olyan par, amelynek els 0 tagja xs egy cmp szerint
ndévekv 0 sorrendi futama, masodik tagja pedig xs maradéka
nextrun : 'a list * 'a list -> 'a list * 'a list

smsorting (xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit be rakja a
rendezett részlistak 6sszesen mar k elemet tartalmazé Iss | istajaba
PRE: k >= 0

smsorting : ’'a list * 'a list list * int -> ’a list

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)
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smsort generikus valtozatagensmsort (folyt.)

fun gensmsort cmp xs =
let fun merge (Xxs as X:XS, yys as Y:ys)=
if cmp(y, X) = GREATER then x : merge (Xs, yys)
else y 1 merge (xxs, ys)
| merge ([l, ys) = ys
| merge (xs, []) = xs

fun mergepairs (llss as Isl:ls2:lss, n) = (* llss min. kéte lemi *)
if n mod 2 = 1 then llss
else mergepairs (merge (Isl, Is2) :: Iss, n div 2)
| mergepairs (Iss, ) = Iss (* Iss egyelemi *)

fun nextrun (run, x::xs) =
if cmp(x, hd run) = LESS then (rev run, X:Xs)
else nextrun (X:run, Xs)
| nextrun (run, []) = (rev run, [])

fun smsorting (Xx::xs, Iss, k) =
let val (run, tail) = nextrun ([x], xsS)
in smsorting (tail, mergepairs (run:lss, k+1), k+1)
end

| smsorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs (Iss, 0))
In smsorting (xs, [], 0) end;
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Listdk rendezése  FP-9-11-228

Futasi idbk 6sszehasonlitasa sminj alatt (folyt.)

Az sminj alatt dsszehasonlitjuk az alulrél folfelé haladéziefésid rendezés és a simarendezés
nemgenerikus és generikus valtozatainak futasi idejét:

(*

futldo (bmsort,"bmsort","built-in op<=") (xs800000R,"r and");

futldo (genbmsort Int.compare,"genbmsort”,"Int.compar e") (xs800000R,"rand");
futldo (smsort,"smsort","built-in op<=") (xs800000R,"r and");

futldo (gensmsort Int.compare,"gensmsort","Int.compar e") (xs800000R,"rand");
*)

Az sminj valaszai:

Int sort with bmsort, built-in op<=, length = 800000 (rand), time = 5.31s
Int sort with genbmsort, Int.compare, length = 800000 (rand ), time = 5.81s
Int sort with smsort, built-in op<=, length = 800000 (rand), time = 4.88s
Int sort with gensmsort, Int.compare, length = 800000 (rand ), time = 5.65s

A generikus valtozatok azért lassubbak, mert az értebazint.compare  relaciot lassabban
értékelik ki aop<= relacional.

Az alulrdl folfelé haladd dsszefésiifendezés és kiléndsen a simarendezés akkor hatékonyabb
gyorsrendezésnél, ha a rendezefhista — tébb része — mar kezdetben rendezve van. A vizegalat
meghagyjuk gyakorl6 feladatnak.
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