LISTAK RENDEZESE

Listak rendezése ~ FP-159

Kivalaszté rendezés

(* selsort : (a

selsort cmp xs = az xs elemei cmp szerint ndvekv

*)

* 'a -> order) -> ’'a list -> 'a list
6 sorrendben

fun selsort cmp xs =

let

(*
*)

fun
(*
*)

fun

(-k

*)

fun

max :'a * 'a ->'a
max (X, y) = x és y kdzul cmp szerint a nagyobb

max (x, y) = if cmp(x, y) = GREATER then x else y

min :’a * 'a->'a
min (X, y) = x és y kozul cmp szerint a kisebb

min (x, y) = if cmp(x, y) = LESS then x else y

maxSelect : 'a * ’a list * ’a list -> 'a * 'a list

maxSelect (x, ys, zs) = (m, ms), ahol m az (x:ys) lista
cmp szerinti legnagyobb eleme, ms pedig az x:ys tobbi
eleméb 6l és a zs elemeib 6l &ll6 lista

maxSelect (x, [], zs) = (x, zs)
maxSelect (x, y:ys, zs) =
maxSelect(max(x,y), ys, min(x,y)::zs)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév

(Funkciondlis programozas)

Listdk rendezése (folyt.)

Listak rendezése  FP-158

@ inssort  (beszlro rendezés),
@ selsort  (kivalasztd rendezés),
@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort  (folulrdl lefelé halado dsszefésiitendezés),

@ bmsort (alulrél folfelé haladd 6sszefédiitendezés),

@ smsort (simarendezés).

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév

Kivalaszté rendezés (folyt.)

(Funkcionalis programozas)

Listak rendezése ~ FP-160

(* sSort : 'a list * 'a list -> 'a list
sSort (xs, ws) = az xs elemei cmp szerint névekv
sorrendben a ws elé fizve
*)
fun sSort (], ws) = ws
| sSort (x:xs, ws) =

let
val (m, ms) = maxSelect(x, xs, [])
in
sSort (ms, m::ws)
end
in
sSort (xs, [])
end;

app load ["Int","Char","Real"];

selsort Int.compare [1,2,3,4,5,6,7,8,9];

selsort Int.compare [9,8,7,6,5,4,3,2,1];

selsort Real.compare [4.5,6.7,3.6,4.3,1.2,0.9,8.9,9.8 ,2.0];
selsort Char.compare (explode "Ej mi a ko tyukanyo");
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(Funkciondlis programozas)
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Listdk rendezése (folyt.)

@ inssort  (beszlro rendezés),

@ selsort  (kivalaszt6 rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort  (folulrdl lefelé halado dsszefésiitendezés),

@ bmsort (alulrél folfelé haladé 6sszefédiitendezés),

@ smsort (simarendezés).

Quicksort algoritmusa:

as=0

gs(m::xs) = gs([....%...] | x; <m) @ [m] @ gs([....%...] | X; >m), ahol %, X; € Xs
Ismeretes, hogy Quicksort egyelem( sorozatad(n - log n) [épésben rendez.
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Gyorsrendezés akkumulatorral

(* quicksort2 cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett lis taja
quicksort2 : (‘a * 'a -> order) -> 'a list -> 'a list
gs ys zs = ys elemeinek cmp szerint rendezett listaja zs elé fizve
gs : 'a list -> ‘a list -> ‘a list

partition (xs, Is, rs) = olyan par, amelynek

els 6 tagja az xs m-nél kisebb elemeinek a listaja Is elé fizve,

masodik tagja pedig az xs tobbi eleme rs elé fizve
partition : ’'a list * 'a list * 'a list -> 'a list *)

fun quicksort2 cmp xs =

let

fun gs (m:ys) zs =

let
fun partition (x::xs, Is, rs) =
if cmp(x, m) = LESS then partition(xs, x:ls, rs)
else partition(xs, Is, x:rs)

| partition ([], Is, rs) = gs Is (m : gs rs zs)
in
partition (ys, [I, [)
end
|l gs I zs = zs
in
gs xs []

end;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)
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Gyorsrendezés akkumulator nélkil

(* quicksortl cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett lis taja
quicksortl : (a * 'a -> order) -> 'a list -> 'a list
gs ys = ys elemeinek cmp szerint rendezett listaja
gs : 'a list -> 'a list
partition (xs, Is, rs) = olyan péar, amelynek
els 6 tagja az xs m-nél kisebb elemeinek a listaja Is elé fizve,
masodik tagja pedig az xs tobbi eleme rs elé fizve

partition : 'a list * 'a list * 'a list -> 'a list *)
fun quicksortl cmp xs =
let
fun gs (m:ys) =
let
fun partition (x::xs, Is, rs) =
if cmp(x, m) = LESS then partition(xs, x:ls, rs)
else partition(xs, Is, x:rs)
| partition ([], Is, rs) = gs Is @ (m:qgs rs)
in
partition (ys, [I. [I)
end
las =10
in
gs xs
end;
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Gyorsrendezés akkumulatorralst.partition -nal

@ Egy lista két részre bontasaraist.partition is fliggvény hasznalhato.

@ List.partition : (a -> bool ) -> 'a list -> (a list * 'a list)
(* quicksort3 cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett lis taja
quicksort3 : (‘a * 'a -> order) -> 'a list -> 'a list
gs ys zs = ys elemeinek cmp szerint rendezett listdja zs elé f~ uzve
gs : ‘'a list -> 'a list -> 'a list
*)
fun quicksort3 cmp xs =
let
fun gs (m:ys) zs =
let
val (Is,rs) = List.partition (fn x => cmp(x,m)=LESS) ys
in
gs Is (m :: gs rs zs)
end
| gs [ zs = zs
in
gs xs [l
end;
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A futasi iddk mérése és dsszehasonlitasa

Ha mosml hasznalunk, be kell tolteni a sziikséges prograyvkérakat:

app load ['Listsort","Int","Random","Timer","Time"];

A futési idd mérésére és kiiratasdraldo  alabbi valtozatat hasznaljuk:

(* futldo (sort, sortFn, cmpFn) (xs, kind) = megméri és kiirja a képerny ore
sort xs futdsi idejét a flggvény, a relacio, és az xs lista
jellemz  divel egyutt
futldo : (a list -> 'b) * string  * string -> 'a list * string -> unit
*
)
fun futldo (sort, sortFn, cmpFn) (xs, kind) =
let val starttime = Timer.startCPUTimer()
val zs = sort xs
val {usr=tim,...} = Timer.checkCPUTimer starttime

in
print ("Int sort with " ~ sortFn ~ ", " ~ cmpFn 7
", length = " ~ Int.toString(length xs) ~ " (" ~
kind ~ "), time = " A Time.fmt 2 tim ” "s\n")
end;

Megjegyzéssort néven egy: elem listat legfeljebl®) (n - logn) [épésben rendézliggvényt
talalunk az mosmiListsort  , ill. az sminjListMergeSort konyvtaraban.
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A futasi iddk mérése és dsszehasonlitasa (folyt.)

Vizsgaljuk meg mosml alatt inssort2  kivételével — a tobbi rendézalgoritmus viselkedését
200000 elemet tartalmaz6 rendezetlen egészlistara is:

val xs200000R = Random.rangelist (1, 100000) (200000, Rand om.newgen());

are") (xs200000R,"rand");
are") (xs200000R,"rand");
are") (xs200000R,"rand");

futldo (quicksortl Int.compare,"quicksortl","Int.comp
futldo (quicksort2 Int.compare,“quicksort2","Int.comp
futldo (quicksort3 Int.compare,"quicksort3","Int.comp

Az mosml valaszai:

Int sort with quicksortl, Int.compare, length = 200000 (ran d), time = 3.44s
Int sort with quicksort2, Int.compare, length = 200000 (ran d), time = 2.37s
Int sort with quicksort3, Int.compare, length = 200000 (ran d), time = 3.29s
Vajon mit kezdListsort.sort egy 200000 elentd all6 listaval?

futldo (Listsort.sort Int.compare,”Listsort.sort","In t.compare”)

(xs200000R,"rand");
Az mosml valasza:

I Uncaught exception:
! Out_of_memory

Ejnye!
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A futasi idok mérése és dsszehasonlitadsa (folyt.)

10000 elemet tartalmazé rendezetlen egészlistaval mariitési idket:

val xs10000R = Random.rangelist (1, 100000) (10000, Random .newgen());
(* kb. 25 M 0Osszehasonlitas! *)

futldo (inssort2 op>=,"inssort2","op>=") (xs10000R,"ra nd");
(* kb. 130 E 06sszehasonlitas *)

futldo (quicksortl Int.compare,“quicksortl","Int.comp
futldo (quicksort2 Int.compare,"quicksort2","Int.comp
futldo (quicksort3 Int.compare,“quicksort3","Int.comp

are") (xs10000R,"rand");
are") (xs10000R,"rand");
are") (xs10000R,"rand");

(* kb. 130 E 0Osszehasonlitas *)
futldo (Listsort.sort Int.compare,"Listsort.sort","In t.compare”)
(xs10000R,"rand");

Az mosml valaszai:

Int sort with inssort2, op>=, length = 10000 (random), time = 9.49s

Int sort with quicksortl, Int.compare, length = 10000 (rand ), time = 0.10s
Int sort with quicksort2, Int.compare, length = 10000 (rand ), time = 0.08s
Int sort with quicksort3, Int.compare, length = 10000 (rand ), time = 0.09s

Int sort with Listsort.sort, Int.compare, length = 10000 (r and), time = 0.08s
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Listak rendezése (folyt.)

@ inssort  (beszlré rendezés),

@ selsort  (kivalaszté rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort  (folllr &1 lefelé halad6 6sszeféstilrendezés),
@ bmsort (alulrél folfelé haladé 6sszefésid rendezés),

@ smsort (simarendezés).
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Osszefésidl rendezések

@ Ebben a részben csak egészeket tartalmazo listak rendektesgalkozunk.
@ A fliggvényeket generikussa tehetjik, ha az 6sszehasanlitéletet paraméterként adjuk at.

@ Az dsszefésidl rendezéshez kell egy olyan fliggvény, amely két listat kédsorrendben egyesit.

(* merge(xs, ys) = xs és ys elemeinek <= szerint
egyesitett listaja
PRE: xs, ys <= szerint rendezve vannak
merge : int list * int list -> int list

*)

fun merge (xxs as x:xs, yys as y:ys)= if x <=y
then x::merge(xs, yys)
else y::merge(xxs, ys)

| merge ([l ys) = ys
| merge (xs, [I) = xs;

@ Korlatot jelent, hogy a részeredményeket a veremben téolj

@ Akkumulator haszndlata esetén meg kell forditani az eregthiséat vagy az 6sszefésilehd
listékat.
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Alulrél folfelé haladd 6sszefésiilrendezés

@ Az alulrol folfelé haladd 6sszefésiitendezégbottom-up merge sortegegyszeriibb valtozata az
eredetik hosszlséagu listét darab egyelem listara bontja, majd a szomszédos listakat
Osszefuttatja, igy 2, 4, 8, 16 sth. elem(i listakat al6t el

@ R. O'Keefe algoritmusa (1982) Iépéttepésre futtatja 6ssze az egyforma hossz( részlistddat,
csak az utolso 1épésben rendezi az 6sszeset. Az alabbbpéldz 0sszefuttatott részlistakat
egymas mellé irassaloljik:

ABCDEFGHIJK
AB CDEFGHIJK
AB CD EFGHIJK
ABCD EFGHIJK
ABCD EF GHIJK
ABCD EF GH 1JK
ABCD EFGH I'J K
ABCDEFGH I J K
ABCDEFGH J K
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Folulrol lefelé haladd 0sszeféglitendezés

@ Afolulrdl lefelé haladé dsszefésiitendezégtop-down merge sorgkkor hatékony, ha kozel
azonos hosszUsagu az a két lista, amelyekre a rendefistéd szétszed;jik.

(* tmsort xs = az xs elemeinek a <= relacié szerint
rendezett listaja
tmsort : int list -> int list
*)
fun tmsort xs = let val h = length xs
val k = h div 2

in
if h>1
then merge(tmsort(List.take(xs, k)),
tmsort(List.drop(xs, k)))
else xs
end;

@ A legrosszabb esetb&n(n - log n) |épésre van sziikség.
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Alulrél folfelé haladd 6sszeféstilrendezés (folyt.)

@ bmsort asorting segédfliggvényt haszndlja.sbrting  fliggvény

@ elsgf argumentuma a rendezéniista,
@ masodik argumentuma a mar rendezett részlistakbol algdiskumulatora,
@ harmadik argumentuma az adott Iépésben feldolgozandéselesnama.

(* bmsort xs = az xs elemeinek a <= relacié szerint
rendezett listdja
bmsort : int list -> int list
*)

fun bmsort xs = sorting(xs, [], 0)
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Alulrél folfelé halado 0sszefésiilrendezés (folyt.)

@ Ha a rendezertillista (xs ) még nem fogyott el, soron kovetkeeleméBl sorting  egyelemi
listat (x] ) képez, és ezt a mar rendezett részlisték listag | elé flizve meghivja a
mergepairs  segédfiiggvényt.

@ Ha arendezerllista kitrult,sorting  a kétszint( lista egyetlen elemét, a rendezett listat adje

eredményiil.

(* sorting (xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit
berakja a rendezett részlistdk Gsszesen
mar k elemet tartalmazo6 Iss listajaba
PRE: k >= 0
sorting : int list * int list list * int -> int list
*)
and sorting (x:xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::lss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(Iss, 0))

@ mergepairs az argumentumként atadott lista két azonos hosszisagldbdilrészlistajat flizi
egybe, feltéve persze, hogy vannak ilyenkelaz atadott elem sorszama.
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Alulrél folfelé haladd 6sszeféstilrendezés (folyt.)

@ A legrosszabb esetb&n(n - log n) |épésre van sziikség.

@ A fuggvények miikddését egy példan is bemutatjuk. A Kéddas legyen

bmsort [1,2,3,4,5,6,7,8,9]
---> sorting ([1,2,3,4,5,6,7,8,9], [], 0)

@ Amigsorting elsd argumentuma a nem Urgs:xs)  lista,sorting  sajat magat hivja meg.

A rekurziv hivas

@ elgd argumentuma a lépésenként egyre rovaod lista,

@ masodik argumentumaraergepairs([x]::lss, k+1)
eredménye, ahol kezdetblss = [] ,

@ harmadik argumentumé&<{1) a mar feldolgozott listaelemek szama.

fuggvényalkalmazas

fun sorting (x:ixs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::lss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(Iss, 0))
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Alulrél folfelé halado 0sszefésiilrendezés (folyt.)

@ mergepairs egyetlen listdban gyjti a mar 6sszefuttatott részlmtakz éppen atadott elekn
sorszamabol donti el, hogy mit kell csinélnia a kovetkezszlistaval.

(* mergepairs (llss, k) = a k elemet tartalmazé, mar rendezett

liss lista els 0 két részlistajat,
ha egyforma a hosszuk, Osszefuttatja
PRE: k >= 0
mergepairs : int list list * int -> int list list
*)
and mergepairs (llss as Isl:Is2:lss, k) =
(* legalabb kételemi a lista *)

if k mod 2 = 1 then llss
else mergepairs(merge(lsl, Is2):lss, k div 2)
| mergepairs (Iss, ) = Iss ( * egyelemi a lista *)
@ Hak paratlanmergepairs  a listat valtoztatas nélkil adja vissza, ha paros, akkdisaz lista
elején all6 két, egyforma hosszu listat egyetlen rendéis&iva futtatja 6ssze.

@ k=0-ramergepairs az 0sszes listak listajat olyan listava futtatja 6ssze yame& egyetlen
eleme maga is lista.
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Listak rendezése ~ FP-176

Alulrél folfelé haladd 6sszeféstilrendezés (folyt.)

@ A kovetked tablazatos elrendezés

@ mergepairs  mindkét argumentumat,
@ arekurzivsorting  hivas ittj -vel jeldlt 3. argumentumék+1 -et, és
@ binaris szamkeérk-t mutatja [épégil 1épésre.
@ A sorting  flggvény hivjamergepairs -t azokban a sorokban, amelyekben &j értéket vesz
fol, a tobbi helyermergepairs  hivasa rekurziv.

@ Ne feledjuk, hogymergepairs -nek listak listaja az esargumentumal
@ A tablazat utolsé oszlopa a vonatkoz6 magyarazatra hizidtko

@ Vegyuk észre, hogy kapcsolat vanliss  elsd eleme utani listaelemek hossza dsitjei
kozott! Hak valamelyik bitje 1, akkor (balrél jobbra haladva) s  megfeleb listaelemének a
hossza az adott bit helyiértékével egyer 0 értéki biteknek megfelglistaelemek
Lhidnyoznak’llss  -bdl.

fun sorting (x:xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::Iss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(Iss, 0))
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Alulrél folfelé halado 0sszefésiilrendezés (folyt.)

llss nj k fun sorting (x::xs, Iss, k) =

[1an 11 0 ml sorting(

[[2].[2]] 22 1 m2 XS,

[[1,2]] 1 m3 mergepairs([x]::lss, k+1),
[131,[1,2]] 33 10 m3 k+1

[[41.(31.[1.,2]] 44 11 m2 )

[[3,41,[1,2]] 2 m2 | sorting ({1, Iss, k) =

[[1,.2,3,4] 1 m3
[[5],[1,2,3,4]] 55 100 m3

hd(mergepairs(lss, 0))

ml: Az argumentumként atadott listanak egyetlen eleme vandrizag

[[61,[51,[1,2,3,4]] 66 101 m2 lista), ezért az argumentumot mergepairs masodik kl6za
[[5,6],[1,2,3,4]] 3 m3 valtoztatas nélkiil visszaadja &zhivosorting  -nak.
[[71.15.,6],[1.2,3,4]] 77 110 m3 m2: n paros, ez azt jelzi, hogy az argumentumként atadott lista el

[[81.[7],[5.6],[1,2,3,4]] 8 8 111 m2 két eleme egyforma hosszli lista, amelyaketrge egyetlen

[[7,8],[5,6],[1,2,3,4]] 4 m2 rendezen. listava Iunzi\t Ossze, rpgjd alz’eredmlénnyel
[[5.,6,7,81,[1,2,3.4]] 2 m2 mergepairs  elsd kléza meghivja sajat magat.
[[1,2,3,4,5,6,7,8]] 1 m3 m3: n paratlan, ez azt jelzi, hogy az argumentumként atadodt ditsh
[[9] [1 234567 8]] 9 9 1000 m3 két eleme nem egyforma hosszU lista, ezért az argumentumot

e mergepairs el kléza valtoztatas nélkill visszaadjatzhive
[[9],[1,2,3,4,5,6,7,8]] 00 m4 sorting  -nak.

1,2,3,4,5,6,7,8,9 BN )
I I mé4: n=0, az Osszes listék listajat olyan listava kell 6sszefuitatn

amelynek egyetlen lista az eleme.
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Simarendezés

@ Az applikativ simarendezésrfiooth sortplgoritmusa O’Keefe alulrél folfelé haladd
rendezéséhez hasonld, de nem egyelem( listédkat, haneskuddutamokatllit el6.

@ Ha a futamok szama-t6l figgetlen, azaz a lista majdnem rendezve van, akkor aziatgus
végrehajtasi idej©(n), és a legrosszabb esetben is legfeljebb ¢@k: logn).

(* nextrun (run, xs) = (rs, ms), ahol rs az xs egy novekv 6]
futama, ms pedig pedig az xs maradéka
nextrun : int list * int list -> int list * int list
*)

fun nextrun (run, x:xs) =
if x < hd run
then (rev run, X:xs)
else nextrun(x::run, Xxs)
| nextrun (run, [[) = (rev run, [])

@ nextrun eredménye egy par, amelynekétagja a futam (egy ndvekvszamsorozat), a masodi

tagja pedig a rendezeadista maradéka.
@ A futam csokked sorrendbendvil, kilépéskor a futamot meg kell forditani.
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Listdk rendezése (folyt.)

@ inssort  (beszlro rendezés),

@ selsort  (kivalaszt6 rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort  (folulrdl lefelé halado dsszefésiitendezés),

@ bmsort (alulrél folfelé haladd 6sszefédiitendezés),

@ smsort (simarendezés).
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Simarendezés (folyt.)

@ smsorting  a futamokat ismételten@llitja és 6sszefuttatja:

(* smsorting (xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit
berakja a rendezett részlistak 6sszesen
mar k elemet tartalmazo6 Iss listajaba
PRE: k >= 0
smsorting : int list * int list list * int -> int list
*)
fun smsorting (x::xs, Iss, k) =
let val (run, tail) = nextrun([x], xs)
in smsorting(tail, mergepairs(run::lss, k+1), k+1)
end
| smsorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

@ (» smsort xs = az xs elemeinek <= szerint rendezett listaja
smsort : int list -> int list
*)
fun smsort xs = smsorting(xs, [], 0)
@ A simarendezés egy valtozatart néven talalhaté meg az moshistsort  kdnyvtaraban.
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Futési idbk 8sszehasonlitadsa sminj alatt

@ Az eddig hasznakandomstruktira az mosml alatt mékodik.

@ Most az sminj értelméwvel hasonlitjuk 6ssze a gyorsrendezés, az alulrol folfalédo
0sszefésidl rendezés és a simarendezés bemutatott valtozatainakinabz sminj-ben
megvalésitott.istMergeSort.sort fuggvénynek a futasi idejét.

@ Az sminjRandomstruktiraja tébbek k6z6ttRandom.rand (i,j) ésRandom.randint rand
fuggvényeket definialja (Ickhttp://www.sminj.org/doc/sminj-lib/Manual/random.h tml> ).

@ sminj alatt 800000 véletlenszambdl all6 egészlistatalkteb a mérésekhez:

(*
local
val rand = Random.rand(57,87641)
fun rg 0 zs = zs
| rg i zs = rg (i-1) (Random.randInt rand :: zs)
fun rgen n = rg n []
in
val xs800000R = rgen 800000
end
*)
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Listak rendezése (folyt.)

@ inssort  (beszlré rendezés),

@ selsort  (kivalaszté rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort  (folllrdl lefelé haladé dsszefégiitendezés),

@ bmsort (alulrdl folfelé halado 6sszefésiitendezés),

@ smsort (simarendezés),

@ bmsort (alulrél félfelé haladd 6sszefésid rendezés), generikus véaltozat

@ smsort (simarendezés), generikus valtozat.
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Futési idbk 6sszehasonlitdsa sminj alatt (folyt.)

A mérések:

(*

futldo (quicksortl Int.compare,"quicksortl","Int.comp
futldo (quicksort2 Int.compare,"quicksort2","Int.comp
futldo (quicksort3 Int.compare,"quicksort3","Int.comp

are") (xs800000R,"rand");
are") (xs800000R,"rand");
are") (xs800000R,"rand");

futldo (bmsort,"bmsort","built-in op<=") (xs800000R,"r and");

futldo (smsort,"smsort","built-in op<=") (xs800000R,"r and");

futldo (ListMergeSort.sort op>=,"ListMergeSort.sort", "op>=") (xs800000R,"rand");
*)

Az sminj valaszai:

Int sort with quicksortl, Int.compare, length = 800000 (ran d), time = 5.61s
Int sort with quicksort2, Int.compare, length = 800000 (ran d), time = 2.80s
Int sort with quicksort3, Int.compare, length = 800000 (ran d), time = 5.26s
Int sort with bmsort, built-in op<=, length = 800000 (rand), time = 5.19s

Int sort with smsort, built-in op<=, length = 800000 (rand), time = 5.45s

Int sort with ListMergeSort.sort, op>=, length = 800000 (ra nd), time = 5.70s

FeltGrd, hogyquicksort2  kétszer gyorsabluicksortl  -nél: ennek oka feltehéén az, hogy
quicksortl  -ben a@ot, quicksort2  -ben pedig a: -ot alkalmazzukquicksort3
lasstisdganak oka minden bizonnyaist.partition alkalmazaséban keresénd
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bmsort generikus valtozatagenbmsort

A kovetkedkben megirjubbmsort , majdsmsort generikus valtozatat, azutan pedig
O0sszehasonlitjuk a futasi idejiket a nemgenerikus valékal.

(* genbmsort cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett list aja
genbmsort : (a * ’'a -> order) -> 'a list -> 'a list

merge (xs, ys) = xs és ys elemeinek cmp szerint egyesitett lis taja
PRE: xs, ys cmp szerint rendezve vannak
merge : ’'a list * 'a list -> 'a list
mergepairs (llss, n) = az n elemet tartalmaz6, mar rendezett liss lista
els © két részlistajat, ha egyforma a hosszuk, dsszefuttatja
PRE: n >= 0

mergepairs : 'a list list * int -> 'a list list

sorting (xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit bera kja a
rendezett részlistak dsszesen mar k elemet tartalmazé Iss | istajaba
PRE: k >= 0
sorting : 'a list * 'a list list * int -> 'a list

*)
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bmsort generikus véltozatagenbmsort  (folyt.)

FP-185

fun genbmsort cmp xs =

let
fun merge (xxs as x:xs, yys as y:ys) =
if cmp(y, X) = GREATER then x : merge (Xxs, yys)
else y :: merge (xxs, ys)
| merge ([I, ys) = ys
| merge (xs, [I) = xs
fun mergepairs (llss as Isl:ls2:lss, n) = ( * llss min. kételemi
if n mod 2 = 1 then lIss
else mergepairs (merge (Isl, Is2) :: Iss, n div 2)
| mergepairs (Iss, _) = Iss ( * Iss egyelemi  *)
fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting (xs, mergepairs ([x]:lss, k+1), k+1)
| sorting (], Iss, k) = hd(mergepairs (Iss, 0))
in
sorting (xs, [], 0)
end;

*)
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smsort generikus valtozatagensmsort  (folyt.)

(Funkcionalis programozas)

FP-187

fun gensmsort cmp xs =
let fun merge (xxs as X:xs, yys as y:ys)=
if cmp(y, x) = GREATER then x :: merge (xs, yys)
else y :: merge (xxs, ys)

merge ([, ys) = ys
merge (xs, [l) = xs

fun mergepairs (llss as Isl:ls2:lss, n) = ( * llss min. kételemf
if n mod 2 = 1 then liss
else mergepairs (merge (Isl, Is2) :: Iss, n div 2)

mergepairs (Iss, _) = Iss ( * |ss egyelemi  *)

fun nextrun (run, x:xs) =
if cmp(x, hd run) = LESS then (rev run, X:xs)
else nextrun (x:run, xs)

nextrun (run, [I) = (rev run, [])

fun smsorting (x::xs, Iss, k) =
let val (run, tail) = nextrun ([x], xs)
in smsorting (tail, mergepairs (run:lss, k+1), k+1)
end
| smsorting (], Iss, k) = hd(mergepairs (Iss, 0))
in smsorting (xs, [J, 0) end;

*)
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smsort generikus valtozatagensmsort

Listak rendezése  FP-186

(* gensmsort cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett list
gensmsort : (‘a * ’'a -> order) -> 'a list -> 'a list

merge (xs, ys) = xs és ys elemeinek cmp szerint egyesitett lis
PRE: xs, ys cmp szerint rendezve vannak

merge : ’'a list * 'a list -> 'a list

mergepairs (llss, n) = az n elemet tartalmazé, mar rendezett

aja

taja

liss lista

els 6 két részlistajat, ha egyforma a hosszuk, Osszefuttatjia

PRE: n >= 0
mergepairs : 'a list list * int -> ’a list list
nextrun (run, xs) = olyan par, amelynek els

nextrun : ’a list * 'a list -> "a list * 'a list
smsorting (xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit be
rendezett részlistak 6sszesen mar k elemet tartalmazé Iss |
PRE: k >= 0
smsorting : 'a list * ’a list list * int -> ’a list

*)

6 tagja xs egy cmp szerint
novekv 6 sorrendi futama, méasodik tagja pedig xs maradéka

rakja a

istajaba
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Listak rendezése ~ FP-188

Az sminj alatt 6sszehasonlitjuk az alulrol folfelé halad§zefésid rendezés és a simarendezés

nemgenerikus és generikus valtozatainak futasi idejét:

(*
futldo (bmsort,"bmsort","built-in op<=") (xs800000R,"r
futldo (genbmsort Int.compare,"genbmsort","Int.compar

and");

futldo (smsort,"smsort","built-in op<=") (xs800000R,"r
futldo (gensmsort Int.compare,”gensmsort","Int.compar
*)

Az sminj valaszai:

Int sort with bmsort, built-in op<=, length = 800000 (rand),
Int sort with genbmsort, Int.compare, length = 800000 (rand ),

and");

Int sort with smsort, built-in op<=, length = 800000 (rand),

Int sort with gensmsort, Int.compare, length = 800000 (rand ),
A generikus valtozatok azért lassubbak, mert az érteinezint.compare
értékelik ki aop<= relacional.

time
time

time
time

e") (xs800000R,"rand");

e") (xs800000R,"rand");

5.31s
5.81s

4.88s
5.65s

relaciot lassabban

Az alulrél folfelé halad6 6sszefédiitendezés és kulondsen a simarendezés akkor hatékonyabb a
gyorsrendezésnél, ha a rendezilista — tobb része — méar kezdetben rendezve van. A vizegalat

meghagyjuk gyakorl6 feladatnak.
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Binaris fak ~ FP-191

Binaris fakdatatype deklaracioval (folyt.)

B(B(B(B(L,3,L),
5,
B(L,7.L)

)
9,
B(L,11,L)
)
12,
B(B(L,
14,
B(L,16,L)
)
17,
B(L,22,L)
)
)

A bal oldali kifejezést elég nehéz atlatni. A
fastruktira szoveges leirasat megkonnyiti, ha az
abraba beirjuk a megfefehdatkonstruktorokat.

B( 12
B( 9 B( 17
B( 5 B( 11 B( 14 B( 22
VRN e VRN
/\ L L), L, \ [BH))]
B(3 B(7 B( 16
N Z N VRN
L L), Lh), LL),
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Binaris fak  FP-190

Binéris fakdatatype deklaracioval

@ A listahoz hasonléan rekurziv adatszerkezit. a

@ El6szor olyan binaris fat deklaralunk, amelynek a leveleséke a csomépontjaiban pedigbb a
bal részfat, majd aa tipusu értéket, és végll a jobb részfat adjuk meg:

datatype 'a tree = L | B of 'a tree * 'a * 'a tree;

@ Tekintsuk példaul az alabbi fat:
12

/\

9 17

/\ /\

5 11 14 22
/\ VAN /\ VRN
3 7 16
VERNVERN VRN

@ Az’a tree adattipud ésB adatkonstruktoraival ez a fa pl. a kdvetkdapon lathaté modon
irhaté le.
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Binaris fakdatatype deklaracioval (folyt.)

@ A fastruktira szdveges leirasa atlathatébb, ha az egye@késk nevet adunk, és a részfakbol
épitjik fel a teljes fat:

B( 12
B( 9 B( 17
/\
B( 5 B( 11 B( 14 B( 22
2N s Z2RN
/\ L, L), L, \ L, L))
B(3 B(7 B( 16
NN ZZRN
LoD, L), LL),
val tr3 = B(L,3,L); val r7 = B(L,7,L);
val tr5 = B(tr3,5,tr7); val trll = B(L,11,L);
val tr9 = B(tr5,9,tr1l); val trl6 = B(L,16,L);
val trl4 = B(L,14,tr16); val tr22 = B(L,22,L);
val trl7 = B(trl4,17,tr22); val trl2 = B(tr9,12,trl7);
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Binéris fakdatatype deklaracioval (folyt.)

@ Masféle fastruktirakat is deklaralhatunk, pl.

@ kezdhetjik aza tipusu értékkel, majd folytathatjuk@b a bal, azutan a jobb részfa
megadéasaval:

datatype 'a tree = L | B of 'a * 'a tree * 'a tree
@ felhasznalhatjuk a levelet is értékek tarolasara:
datatype 'a tree = L of 'a | B of 'a * 'a tree * ’a tree
@ az értéket nem tarold Ures csonkokat petheel jelolhetjik:
datatype 'a tree = E | L of 'a | B of 'a * 'a tree * ’a tree

@ A rekurziv figgvényekhez hasonléan a rekurziv adattipdsddaracidjaban is kell lennie
nemrekurziv agnak (a rekurzio leallitasahoz).

@ A nemrekurziv ag hianya miatt az alabbi, szintaktikailalybe deklaraciok hasznalhatatlanok:

datatype ’'a badtree B of 'a badtree * 'a * ’'a badtree
datatype 'a badtree = L of 'a badtree
| B of 'a badtree * 'a * 'a badtree
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Egyszerl miveletek binaris fakon

Legyen
datatype 'a tree = L | N of 'a * 'a tree * ’a tree

@ nodes egy fa csomopontjait szamlalja meg.

(* nodes : 'a tree -> int

nodes f = az f fa csomdpontjainak a szama *)
fun nodes (N(_, t1, t2)) = 1 + nodes t2 + nodes t1
| nodes L =0

@ Akkumulatort hasznalo valtozataodesa — a kétfelé agazoé rekurzié miatt nem nyeriink vele
szinte semmit, de siker(lt kevésbé érthet tenniink. :-(

fun nodesa f =
let ( * nodesO(f, n) = n + a csomopontok szama f-ben
nodesO : ’'a tree * int -> int *)
fun nodesO (N(_, t1, t2), n) = nodesO(tl, nodesO(t2, n+1))
| nodesO (L, n) = n
in
nodesO(f, 0)
end
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Ujra az egyidejii deklaraciorol

@ Tipusok, ill. értékelegyidejlilegs deklaralhaték aand kulcsszé alkalmazasaval (az utébbiakra
mar lattunk példakat).

@ \egylk a kdvetke deklaraciésorozatokat:

type sor = int; type osz = int;

datatype fa = L | B of fa * fa;

datatype 'a verem = >| | >> of 'a * 'a verem;
val vl = "a"; val v2 = "z";
fun f1 i =i +1; fun f2 i =i - 1,

A fenti deklaraciokat az SML-értelméamegadott sorrendbeértékeli ki.

type sor = int and osz = int;
datatype fa = L | B of fa * fa and
‘a verem = >| | >> of 'a * 'a verem,
val vl = "a" and v2 = "z%
fun f1 i =i +1 and f2 i =i - 1;

Az and szo6cskaval elvalasztott deklaraciokat az SML-értefreap/idejlileggrtékeli ki.
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Egyszerl mUveletek binaris fakon (folyt.)

@ A fa gyokeréldl a leveléhez vezétiton az élek szamat (az Gt hosszat) az adott levél sziitjgne
nevezzik. A szintek kézll a legnagyobbat arfélységénekivjuk.

@ depth egy fa mélységét hatarozza meg.

(* depth : 'a tree -> int

depth f = az f fa mélysége *)
fun depth (N(_, t1, t2)) = 1 + Int.max(depth t2, depth t1)
| depth L = 0

@ depth akkumulatort hasznal6 valtozadeptha — a kétfelé agazo rekurzié miatt most sem
nyerlink vele szinte semmit.

fun deptha f =
let fun depthO (N(, t1, t2), d) =
Int.max(depthO(t1, d+1), depthO(t2, d+1))
| depthO (L, d) = d
in
depthO(f, 0)
end
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Egyszer{i miveletek binaris fakon (folyt.)

@ fulltree n mélységiteljes binaris fa#pit, és a fa csomoépontjditél 2" — 1-ig beszamozza.

(* fulltree : int -> int tree

fulltree n = n mélységi teljes fa *)
fun fulltree n = let fun ftree (|, 0) = L
| ftree (k, n) = N(k, ftree(2 *K, n-1),
ftree(2 +k+1, n-1))
in
ftree(1, n)
end

Egy teljes binaris faban minden csomépontbol pontosanlk@deél ki, és minden levelének
ugyanaz a szintje.

@ reflect  afatafligdleges tengelye mentén tikrozi.

(* reflect : 'a tree -> ’a tree

reflect t = a fligg bleges tengelye mentén tikrozott t fa *)
fun reflect L = L

| reflect (N(v,t1,t2)) = N(v, reflect t2, reflect t1)
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Lista eBallitasa binaris fa elemedb(folyt.)

@ Hainorder el6z6 valtozatdban ainorder t1 @ (v :: inorder t2) kifejezésben a
v @ inorder t2 részkifejezést nem tessziik zarojelbe, a fordité hibaz jevel:: és@
azonos precedenciaju, és ezért zarojelek nélkiul a nyibléan hibasnorder t1 @ v
részkifejezést akarné kiértékelni.

@ inorder  el6z6 megvaloésitasaval kb. egyenértékil a kovetkedtozata, amelybemaelem
helyett az egyelem[¥] listat flizzikinorder t2  elé:

fun inorder L = ]
| inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ ([v] @ inorder t2)

Ez a valtozat azonbaoppant sériilékenygyanis a hatékonysaga fligg a zaréjelek kirakasatol.

Haalv] @ inorder t2 részkifejezést nem tesszik zaréjelbe, akkor a forddézgr a
inorder t1 @ [v] részkifejezést fogja kiértékelni, azaz egy egyelemalist fliz egy
(&ltaldban) jéval hosszabbat!

@ Az elmondottakhoz hasonl6 okbgbstorder — bemutatott valtozata iendkivil sérilékenyHa
ugyanis a postorder t1 @ (postorder t2 @ [v]) kifejezésben az amugyis rossz
hatékonysagpostorder t2 @ [v] részkifejezést nem tesszik zardjelbe, akkor a fordité
elészor a postorder t1 @ postorder t2 részkifejezést értékeli ki, azaz a két,
felteheten hosszu listat fizi egybe, majd a létrehozott erednistéyfiizi az egyelem( listahoz!
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Lista eballitasa binaris fa elemedb

@ Mindharom fliggvényinaris fabdl listatallit el6. Abban kilénbdznek, hogy mikor veszik ki a
csomopontokban tarolt értékeket, és milyen sorrendb@ikjée a részfakat:

@ preorder el6szor az értéket veszi ki, majd bejarja a bal, és azutan arfesat;
@ inorder bejarja a bal részfat, majd kiveszi az értéket, és végultjagggobb részfat;
@ postorder  el6szor bejarja a bal, majd a jobb részfat, és utoljara veszz rtéket.

@ Az akkumulatort nem hasznalé valtozatok egyszerlieke&h, de nem elég hatékonyal@a
operator hasznalata miatt.

(* preorder, inorder, postorder : 'a tree -> ’a list *)
(* preorder f = az f fa elemeinek preorder sorrendi listaja *)
fun preorder L = []

| preorder (N(v,t1,t2)) = v :: preorder t1 @ preorder t2
(* inorder f = az f fa elemeinek inorder sorrendi listaja *)
fun inorder L = ]

| inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ (v :: inorder t2)

(* postorder f = az f fa elemeinek postorder sorrendi listaja *)
fun postorder L = []
| postorder (N(v,t1,t2)) = postorder t1 @ (postorder t2 @ [v] )
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Lista eBallitasa binaris fa elemedb(folyt.)

Az akkumulatort hasznalo valtozatok megint nehezebbdre®k, de talan valamivdtatékonyabbak
féleg a veremhasznélat szempontjat@hglyett:: -ot hasznalunk).

(* preord : 'a tree * 'a list -> 'a list
preord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
preorder sorrendi listdja *)

fun preord (L, vs) = vs
| preord (N(v,t1,t2), vs) = v:preord(tl, preord(t2,vs))

(* inord : 'a tree * 'a list -> 'a list
inord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
inorder sorrendi listaja *)

fun inord (N(v,t1,t2), vs) = inord(tl, v:inord(t2,vs))
| inord (L, vs) = vs

(* postord : 'a tree * ‘'a list -> ’a list
postord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizétt,
postorder sorrendi listaja *)
fun postord (N(v,t1,t2), vs) = postord(tl, postord(t2, v:: vs))

| postord (L, vs) = vs
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Binaris fa eballitasa lista elemed: balPreorder

@ Listatkiegyensulyozotbalancedbinaris favaalakitanak a kdvetkézfliiggvények:
balPreorder , ballnorder  ésbalPostorder ; a kiildnbség kozottiik most is a bejarasi
sorrendben van.

@ (x balPreorder: 'a list -> 'a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib ol alle, preorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
*
)
fun balPreorder [] L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in

N(x, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ A hatékonysagot kisebb mértékben rontja, hagpt.take ésList.drop  egymastol
fuggetlenulkétszemennek végig a lista ésfelén.
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Binaris fa eballitasa lista elemetd: balPreorder |, Gjra

@ Ez volt:

fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in  N(x, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ Ez lett:

(* balPreorder: 'a list -> 'a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib
fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
val (ts, ds) = take'ndrop(xs, k)
in  N(x, balPreorder ts, balPreorder ds)
end

ol allo, preorder ... *)
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Binaris fak ~ FP-202

take ésdrop egyetlen fliggvénnyetake'ndrop

@ irjunk take’ndrop  néven olyan fiiggvényt, amelynek egy listabdl és egk egészbl allé par
az argumentuma, és egy olyan par az eredménye, amelyidetagja a lista esk db eleme,
masodik tagja pedig a lista tobbi eleme.

(* take'ndrop : ’'a list * int -> 'a list * 'a list
take’'ndrop(xs, k) = olyan par, amelynek
els 6 tagja xs els 0 k db eleme,
masodik tagja pedig xs maradéka
*)
fun take’ndrop (xs, k) =
let fun td (xs, 0, ts) = (rev ts, xs)
| td ([, _, ts) = (rev ts, [])
| td (x:xs, k, ts) = td(xs, k-1, x:ts)
in
td(xs, k, [1)
end

@ take’'ndrop  felhasznélasa, nevezetesen az eredményil atadott pdnmicsitani kell
balpreorder  felépitésén.
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Binaris fak  FP-204

Binaris fa eballitasa lista elemedd

@ (*» ballnorder: 'a list -> 'a tree
ballnorder xs = az xs lista elemeib
kiegyensulyozott fa

0l allg, inorder bejarasu,

*)
fun ballnorder [] = L
| ballnorder (xxs as x::xs) =
let val k = length xxs div 2
val ys = List.drop(xxs, k)
in
N(hd ys, ballnorder(List.take(xxs, k)),
ballnorder(tl ys))
end

@ (» balPostorder: 'a list -> 'a tree
balPostorder xs = az xs lista elemeib ol allé, postorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
*)
fun balPostorder xs = balPreorder(rev xs)

@ ballnorder take’ndrop -pal val6 definidlasat meghagyjuk gyakorlé feladatnak.
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Binaris fak  FP-205

Elem rekurziv torlése binaris fabol

@ Adott értéklielemetrekurziv médszerrehegkeresnegyszeri feladat.

@ Uj elemet beszarriem nehéz: rekurziv modszerrel keresiink egy levelet, é&kenhelyére
berakjuk az Uj értéket. Ha a fa rendezve van, tigyelniink kell ogy a rendezettség
megmaradjon.

@ Adott értéklielemetvagy elemeketekurziv modszerrdditorolni valamivel nehezebb: ha a
torlendd érték az éppen vizsgalt részfa gyokerében van, a két rézzted fa részfaiegyesiteni
kell, miutan a torlést a két részfan mar végrehajtottuk.

—_—
@ Megtehetjik, hogy élbb egyesitjik a két részfat, majd az eredményil kapott fabdljiik az
adott értékl elemet.
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Binaris fak ~ FP-207

Binaris kereéfak: blookup , binsert

@ Rendszerint adott kulcsu elemet kerestink egy rendezéttibifiban, ehhez értékeket kell
0sszehasonlitanunk egymassal, ehhez a keresett kulegyakl6ségi tipusunadell lennie (a
példaban &tring  tipust hasznaljuk).

@ A figgvényekkivételtjeleznek, ha a keresett kulcsu elem nincs a Kefédsan:
exception Bsearch of string
@ A blookup fliggvény adott kulcshoz tartozo értéket ad vissza:

(* blookup : (string * 'a) tree * string -> 'a
blookup(f, b) = az f faban a b kulcshoz tartoz6 érték
*)
fun blookup (L, b) = raise Bsearch("LOOKUP: " ~ b)
| blookup (N((a,x), t1, t2), b) =

if b <a then blookup(tl,b)
else if a < b then blookup(t2, b)
else x;
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Binaris fak  FP-206

Elem rekurziv térlése binaris fabdl (folyt.)

@ Ajoin -nal egyesitjik a torlés hatasara létr&dét részfat: a bal részfat lebontja, és kozben a
elemeit egyesével berakja a jobb részfaba.

(* join : 'a tree * 'a tree -> 'a tree

join(b, j) = a b és a j fak egyesitésével létrehozott fa *)
fun join (L, tr) = tr

| join (N(v, It, rt), tr) = N(v, join(lt, rt), tr)

@ A remove rendezetlen binaris fabol torli azértékli elenvsszegléfordulasat.

(*» remove : 'a * ’'a tree -> 'a tree
remove(i, f) = i dsszes el ofordulasat torli f-b ol x)
fun remove (i, L) = L
| remove (i, N(v,ltrt) =
if i<>v
then N(v, remove(i,lt), remove(i,rt))
else join(remove(i,It), remove(i,rt))
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Binaris fak  FP-208

Binaris kereéfak: bupdate

@ A binsert  fliggvény egy U] kulcst elemet rak be egy rendezett bindia,fha még nincs benne

(* binsert : (string * 'a) tree * (string * 'a) -> (string * 'a) tree
binsert(f, (b,y)) = az 0j (b,y) kulcs-érték parral b ovitett f fa *)
fun binsert (L, (b,y)) = N((b)y), L, L)
| binsert (N((a, x), t1, t2), (b)y)) =
if b <a then N((a, x), binsert(tl, (b,y)), t2)
else if a < b then N((a, x), t1, binsert(t2, (b,y)))
else ( * a=b *) raise Bsearch("INSERT: " ~ b);

@ A bupdate fliggvény megléd kulcsu elembe U] értéket ir be egy rendezett binaris faban:

(* bupdate : (string * ’a) tree * (string * 'a) -> (string * ’a) tree
bupdate(f, (b,y)) = az f fa, a b kulcshoz tartoz6 érték helyén
az y értékkel *)
fun bupdate (L, (b,y)) = raise Bsearch("UPDATE: " ~ b)
| bupdate (N((a,x), t1, t2), (by)) =
if b <a then N((a,x), bupdate(tl, (b,y)), t2)
else if a < b then N((a,x), t1, bupdate(t2, (b,y)))
else ( » a=b ) N((by), t1, t2);

@ A fuggvényekgenerikussdételét meghagyjuk gyakorlé feladatnak.
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ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)

Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-211

Primteszt

@ A prime predikatum egy: szam prim voltat teszteli. AndDivisor fuggvény 2-6l kezdve
megkeresi az szam legkisebb osztéjat. Azszam prim, ha legkisebb osztéja magaaz

@ Az n osztoit 2-6l \/n-ig kell keresni, igy a [épések szar@a,/n).

(* prime n = true if n is prime
prime : int -> bool
*)
fun prime n =
let
infix divides
fun smallestDivisor n = findDivisor(n, 2)
and findDivisor (n, testDivisor) =
if square testDivisor > n
then n
else if testDivisor divides n
then testDivisor
else findDivisor(n, testDivisor+1)
and square x = X * X
and a divides b = b mod a = 0
in
n = smallestDivisor n
end;
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Absztrakcio filggvényekkel (eljarasokkal)  FP-210

Legnagyobb kdzds osztd

@ Fontos, hogy algoritmusaink futési idejét és tarigény@eigik — kilondsen korlatos @sforrasu
(pl. beagyazott) rendszerekben fontos ez.

@ Kovetked példanka ésb legnagyobb kozds osztéjat szamolja ki az euklideszi aiguissal.

@ Az alapgondolat az, hogy hat b-vel osztvar a maradék, akkar ésb k6zds 0sztdi azonosadkés
r kdzOs osztoival.

@ A matematikai definiciot most is pontosan kdveti az SML-fgygy.

ged(a,0) = a fun gecd (a, 0) = a
ged(a, b) = ged(b, a mod b) | ged (a, b) = ged(b, a mod b)
@ A fuggvényrekurziv,afolyamatiterativ. A Iépések szama logaritmikusai-amiért is?

Az in.Lamé-tétekzerint —Id. SICP, 1.2.5. szakasz — ha az euklideszi atgositegy szampar
legnagyobb kdzds osztojatiépésben szamitja ki, akkor a szampar kisebbik tagja neet leh
kisebb ak-adik Fibonacci-szamnal.
Legyenn az algoritmus kisebbik paramétere. Ha a legnagyobb kdzié kszamitasahoz
Iépésre van szlikség, akkor> F(k) ~ &"/+/5. A k |épésszam tehéat valobanaz ¢ alapl —
logaritmuséaval aranyos.
Idézzik f6l, hogyd = (1 4+ +/5)/2 ~ 1.61803 azaranymetszéaranyszama.
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Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-212

Primteszt (folyt.)

@ A kovetkedd SML-predikatum egy szam prim voltéal6szinliségi modszertelszteli. A |épések
szamaO(lgn).
@ Az algoritmus a kis Fermat-tételen alapul, amely azt mokijaogy:

han prim és0 < a < n, akkora™ modulon szerintkongruens:-val, azaz:" mod n = a (Id. pl.
SICP, 1.2.6. szakasz).

@ Két szam akkokongruensnodulon szerint, haz-nel osztva mindkefinek ugyanaz a
maradéka. Egy szamn-nel val6 osztasanak maradékanodulon szerinti maradékanak,
vagy rovidern: modulon-nek is nevezik.

@ Han nem prim, akkor az < n szamok nagy hanyadara nem teljesul a fenti relacio.
@ A primteszt algoritmusa ezek utan a kévetkez
@ Adott n-re véletlenszerlien valasszunk egy. n szamot: ha" mod n # a, akkorn nem prim.

Ellenke® esetben nagy a valészinlisége, hogyim.

@ Valasszunk véletlenszerlien egy méasik n szamot: ha” mod n = a, akkor ndvekedett
annak a val6sziniisége, hogyraprim. Ujabb és Gjabb értékeket valasztva egyre
biztosabbak lehetiink abban, hogyragrim.
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Absztrakcio fiilggvényekkel (eljarasokkal)  FP-213

Primteszt (folyt.)

@ Az expmod segédfiiggvény base szamexp -edik hatvanyanak modulmszerinti maradékat
adja eredményul.

(* expmod (base, exp, m) = base exp-edik hatvdnya modulo m
expmod : int * int * int -> int
*)
fun expmod (, 0, 1) =1
| expmod (b, e, m) =
if even e
then square(expmod(b, e div 2, m)) mod m
else b * expmod(b, e-1, m) mod m
and even n = n mod 2 = 0
and square X = X * X;

@ Nagyon hasonl6 felépitégkptFast -hoz. A lépések szama a kit@logaritmusaval aranyos.
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Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-215
Fuggvények mint altalanos szamitasi médszerek

@ |attuk, hogy a fuggvény (ill. altalaban az eljaras) olydrsztrakcioamely — a paraméterként
atadott adatok konkrét értékétiuggetlenil — 6sszetett miveleteket ir le.

@ Az olyan magasabbrend( fliggvény, amelynek fliggvény aypetere, mégnagasabb szinti
absztrakcid, hiszen az altala megvalositott 6sszetetehatet nemcsak egyes konkrét adatoktol,
hanem egyes konkrét miiveletékis fliggetlenné tessziik.

@ A magasabbrend fliggvény (eljaras) tehat valamiBleaianos szamitasi modszéejez ki.

@ A kovetked lapokon két nagyobb példat ismertetiink a SICP alapjaalaalos szamitasi
madszert fliggvényekérushelyeine&sfixpontjanaka megtalalasara.
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Absztrakcio filggvényekkel (eljarasokkal)  FP-214

Primteszt (folyt.)

@ Ha mosml-t hasznalunk, betéltjikRandomkonyvtarat:
load "Random®;

@ fermatTest generdl egy alvéletlen-szamot, és egyszer elvégzi a \asga

(* fermatTest n = false if n is not prime
fermatTest : int -> bool
*)
fun fermatTest n =
let fun trylt a = expmod(a, n, n) = a
in trylt((Random.range (1, n) (Random.newgen()) )
end;

@ fastPrime times  -szor megismétli a vizsgalatot:

(* fastPrime (n, times) = true if n passes the prime test times ti mes
fastPrime : int * int -> bool

*)

fun fastPrime (n, 0) = true
| fastPrime (n, t) = fermatTest n andalso fastPrime(n, t-1);

@ Ez a megoldéas csak nagy valészin(iséggel, de nem teljesy/oigeaggal ad valaszt a kérdésre.
Példaul az 561 atmegy a Fermat-teszten, bar nem prim.
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Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-216
Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel

@ Az intervallumfelezés mddszere hatékony eljardg@z = 0 egyenlet gyokeinek megtalalasara,
ahol f folytonos fuggvény.

@ A kdzismert alapétlet a kdvetkéz
@ Megfeleben megvalasztoti-ra ésb-re, amelyekref (a) < 0 < f(b), f-nek legalabb egy
zérushelye van ésb kozott.

@ A zérushely megtalalasahoz legyer- (a +b)/2. Ha f(z) > 0, akkor f zérushelyét ész
kodzott, haf(x) < 0, akkorz ésb kdzott kell keresniink.

@ A keresést — a rekurziét — akkor hagyjuk abba, amikor két égyatani kdzelé értékeltérése
egy ebre meghatarozott értéknél kisebb lesz.

@ Mivel az eltérés minden Iépésben a felére csokkerf, 2&rushelyének megtalalasahoz szikség
lépések szam@(L/T), ahol L az intervallum hossza kezdetben 7€a megengedett eltérés.

@ A leirt algoritmust valésitja megsearch flggvény (Id. a kdvetkezlapon):
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Absztrakcio fiilggvényekkel (eljarasokkal)  FP-217

Egyenlet gyokeinek meghatarozéasa intervallumfelez€tsgt.)

(* search (f, negPoint, posPoint) = root of f x in the
negPoint <= x <= posPoint interval
PRE: f negPoint <= 0 and f posPoint >= 0
search : (real -> real) * real = real -> real
*
)
fun search (f, negPoint, posPoint) =
let val midPoint = average(negPoint, posPoint)
in
if closeEnough(negPoint, posPoint)
then midPoint
else let val testValue = f midPoint
in
if positive(testValue)
then search(f, negPoint, midPoint)
else if negative(testValue)
then search(f, midPoint, posPoint)
else midPoint
end
end
and average (x, y) = (x+y)/2.0
and closeEnough (x, y) = abs(x-y) < 0.001
and positive x = x > 0.0
and negative x = x < 0.0;
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Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-219

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelez€aslgt.)

@ (+ halfintervalMethod (f, a, b) = root of f x in the a <= x <= b inter val
halfintervalMethod : (real -> real) * real = real -> real
*
)
fun halfintervalMethod(f, a, b) =
let val (aValue, bValue) = (f a, f b)
in
if negativeOrZero aValue andalso positiveOrZero bValue
then search(f, a, b)
else if negativeOrZero bValue andalso positiveOrZero aVal ue
then search(f, b, a)
else print ("Values " ~ makestring a * " and " *
makestring b ~ " are not of opposite sign.\n")
end
and positiveOrZero x = x >= 0.0
and negativeOrZero x = x <= 0.0;

@ A fliggvénynek ez a véltozata hibas, merifathen-else feltételes kifejezés 6sszes aganak
ugyanolyan tipuséredménykell adnia, marpedigrint eredménye nenmt tipusu.

@ (Csuinya) megoldas de; f) alakiszekvencialis kifejezéssznalata: az értelm@kiértékeli
e-t ésf -et a felirt sorrendben, eredménytl petligrtékét adja (Id. a kovetkézapon).

@ Szebb, hkivételtjelzink: ezt meghagyjuk gyakorl6 feladatnak.
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Absztrakcio filggvényekkel (eljarasokkal)  FP-218

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelez€tsigt.)

@ Az eldfeltételek betartaséat célszesdiarch alkalmazasa étt ellerrizni, nehogy rossz valaszt

kapjunk az SML értelmexrol.

load "Math";
@ Helyes az eredménye:
search(Math.sin, 4.0, 2.0);
> val it = 3.14111328125 : real
@ Hibas az eredménye:
search(Math.sin, 2.0, 4.0);
> val it = 2.00048828125 : real
@ A halfintervalMethod fuggvény (Id. a kovetkezlapon) elvégzi az elldéirzést, és jelzi, ha
negPoint vagyposPoint kezdeti értéke nem jo.

@ Figyeljik meg adigyek szétvalasztastv alkalmazésasearch a gyokkeresési stratégiat
valésitja meghalfintervalMethod pedig az efeltételek meglétét ellénzi.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-220

Egyenlet gytkeinek meghatarozasa intervallumfelez€aslgt.)

(* halfintervalMethod (f, a, b) = root of f x in the a <= x <= b inter val
halfintervalMethod : (real -> real) * real = real -> real *)
fun halfintervalMethod(f, a, b) =
let val (aValue, bVvalue) = (f a, f b)
in if negativeOrZero aValue andalso positiveOrZero bValue
then search(f, a, b)
else if negativeOrZero bValue andalso positiveOrZero aVal ue
then search(f, b, a)
else (print ("Values " ~ makestring a » " and " * makestring b *
" are not of opposite sign.\n"); 0.0)
end
and positiveOrZero x = x >= 0.0
and negativeOrZero x = x <= 0.0;

halfintervalMethod(Math.sin, 2.0, 4.0);
> val it = 3.14111328125 : real
halfintervalMethod(fn x => x

> val it = 1.89306640625 : real
halfintervalMethod(Math.sin, 2.0, 2.5);

*x*x-2.0 *x-3.0, 1.0, 2.0);

Values 2.0 and 2.5 are not of opposite signs
> val it = 0.0 : real
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Absztrakcio fiilggvényekkel (eljarasokkal)  FP-221

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa

@ Az f(x) = x egyenletet kielégitx az f fliggvényfixpontja.

@ Egy f fuggvény valamely fixpontjat megfefekezdértékidl kiindulva f rekurziv alkalmazéaséaval
hatarozhatjuk meg:

fo, f(fo), f(F(f2), F(F(f(f))), ..

A rekurzié akkor fejezhétbe, amikor mar elhanyagolhaté mérték{i a valtozas.

@ A fixedPoint  flggvény paramétere egy par; enneldaksgja egy fliggvény, amelynek a
fixpontjat keressiik, a masodik tagja pedig a fixpont egy kizelitése:
fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of f in the proximity offirstGuess  with
toleranceolerance

@ Szikségunk van tehat még a kozelités megkivant pontossagar

val tolerance = 0.00001;
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Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-223

Fuggvény fixpontjAnak meghatarozasa (folyt.)

@ A fixpontszamitas hasonlit a négyzetgydkvonas kordbbameszglt folyamatara: mindkétt
azon alapul, hogy addig finomitjuk a kozelitést, amig valigeni feltétel nem teljesul.

@ A négyzetgyokvonas kdnnyedén megfogalmazhato fixpontisagkeént: ha: négyzetgyoke),
akkory xy = z, azazy = x/y. Az fy = x/y fuggvény fixpontja tehat az négyzetgyoke.
fun sqgrt x = fixedPoint (fn y => xly, 1.0);

@ A megoldasunk rossz, ugyanis nem konvergal! Kénnyen batéath

Legyenz négyzetgyokének eiskozelitése/1, a masodik2 = z/y1, a harmadik
y3=ux/y2 =z/(x/yl) = yl. Lathatd, hogy a folyamat sohasem ér véget.

@ Az oszcillaciét pl. Ggy gatolhatjuk meg, hogprlatozzukkét kdzelit érték kozott a valtozas
mértékét.

@ Mivel a helyes vélasz mindig agkozelit érték ésc/y kdzott vany-hozz/y-nalkozelebb es@j
kozeli értékkénty ész/y atlagat valaszthatjuky — (y + z/y)/2.
fun sqrt x = fixedPoint (fn y => (y+x/y)/2.0, 1.0);

@ Ezt a gyakran hasznalhaté modszatagcsillapitdsnakangolulaverage damping)evezik.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)

Absztrakcio fiilggvényekkel (eljarasokkal) — FP-222

Fuggvény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

(* fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of f in the proximity o f
firstGuess with tolerance tolerance

fixedPoint : (real -> real) * real -> real

*
)
fun fixedPoint (f, firstGuess) =
let
fun closeEnough (v1, v2) = abs(vl-v2) < tolerance
fun try guess =
let
val next = f guess
in
if closeEnough(guess, next)
then next
else try next
end
in
try firstGuess
end;

fixedPoint(Math.cos, 1.0);
fixedPoint(fn y => Math.sin y + Math.cos y, 1.0);

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-224

Az atlagcsillapitas modszere

@ A fuggvényekdl mint absztrakciés eszkozdakrszélva eddig olyan magasabbrendd fliggvények
hasznaltunk, amelyeknek mas fliggvények voltak a paramiéter

@ Most olyan magasabbrend( fliggvényeket mutatunk be, akilggvény(pontosabban
fuggvényértékegdnak eredményul.

@ A kordbban bemutato#tlagcsillapitdssokszor hasznélhaté médszer, ezért érdemes 6nallé
flggvényként megirni: ha adott gZtiggvény, eb kell allitaniz és fx atlagat.

(* averageDamp f = f valamely x-re alkalmazva el
averageDamp : (real -> real) -> real -> real

oéllitia x és f x atlagat
*)
fun averageDamp f = fn x => (x + f x) / 2.0;

@ Jol lathato, hogyverageDamp , ha csak egyetlen paraméterre alkalmazzuk, fliggvénystraek
eredményilaverageDamp részlegesen alkalmazhato fliggvény.

@ PéldaaverageDamp alkalmazasara:
(averageDamp (fn x => x *x)) 10.0; ( * 10.0 és 100.0 atlaga *)
@ A kiértékelés sorrendje miatt a kidlzarojelpar el is hagyhato:

averageDamp (fn x => x =*x) 10.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)



Absztrakcio fiilggvényekkel (eljarasokkal)  FP-225

Az atlagcsillapitds modszere (folyt.)

@ averageDamp definicidja felirhaté dun szintaktikai édesitészerrisi:
fun averageDamp f x = (x + f x) / 2.0;

@ sqrt averageDamp  -pel felirt valtozata explicitté teszifapontmeghatarozéass az
atlagcsillapitasmodszerét, tovabba gz= = /y egyenlet hasznélatét.

fun sqrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => xly), 1.0);
sqrt 4.0;

@ Tanulsag: egy folyamatot sokféle eljarassal leirhatuslalényegesokkal konnyebb megérteni,
hamegfelel6en megvalasztott absztrakcidlertetiink be.

@ Még egy példa a bemutatottak alkalmazasara: kiabgyoke az — x/y*> — SML-jeloléssel az
fny => x/(y =*y) —fuggvény fixpontja. A megoldas mar kész is van!

fun cubeRoot x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/yly), 1.0 );
cubeRoot 8.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-227

A Newton-modszer fixpont-folyamatként

@ deriv felhasznélasaval az altalanos Newton-maédfizpont-folyamatkéndefinialhato:

(* newtonTransform g x = g transzformaltja az altalanos
Newton-mddszer alkalmazaséhoz
newtonTransform : (real -> real) -> real -> real
newtonsMethod g guess = g gyokhelye, ahol guess a
gyOkkeresés kezd 0értéke
newtonsMethod : (real -> real) -> real -> real

*)
fun newtonTransform g x = x - (g x / deriv g X)
and newtonsMethod g guess = fixedPoint(newtonTransform g, guess);

@ PéldanewtonsMethod hasznalatara:

fun sqgrt x = newtonsMethod (fn y => vy *y-x) 1.0;
sqrt 16.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)

Absztrakcio filggvényekkel (eljarasokkal)  FP-226

Az altalanos Newton-maodszer

@ Legyenz — g¢(z) egy differencidlhato flggvény §8z) = x — g(x)/¢'(x), aholg'(x) a g fliggvény
x szerinti derivaltja. Ekkor @(x) = 0 egyenletr megoldasa az — f(z) fllggvény egy fixpontja.
@ Az altalanos Newton-modszerhat a fixpontmddszer egy alkalmazasd diaggvény egy

fixpontjanak megtaldlasara. Szamoiggvényre és megfel@én megvalasztoit értékre az
altalanos Newton-mdédszer gyorsan konvergal.

@ El6szoris azt @eriv  fuggvényt kell definialnunk, amelynek (axerageDamp fliggvényhez
hasonl6an) fliggvény a paramétere, és fiiggvényt ad ereldényi
@ Hag figgvény ésiz egy kis szam, akkor afliggvényg’ derivéltja az a fliggvény, amelynek
értéke barmely: szamra a kovetkéz ¢'(z) = (g(x + dz) — g(x))/dx.
(* deriv g = g derivaltja
deriv : (real -> real) -> real -> real
*)
val dx = 0.00001;
fun deriv g = fn x => (g(x+dx) - g x) / dx;
@ Példaul azr — 2 fliggvény derivaltjar = 5-re (pontos értéke 75):

let fun cube x = x *x*Xx in deriv cube 5.0 end;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Absztrakcio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-228

A fixpontmodszer kétféle alkalmazasa

@ Két altalanos modszer egy-egy alkalmazasat lattuk egy s#gyzetgyokének kiszamitasara: az
egyik a fixpont-, a masik a Newton-mdédszer.

@ Mivel az utébbi is a fixpontmoddszeren alapul, val6jaban aditmaddszer kétféle alkalmazasat
lattuk.

@ Mindkét esetben egy fliggvéngkindulunk ki, és kiszamitjuk valamely transzformaltjaremy
fixpontjat.

@ Ezt az altalanos modszert is definialhatjuk eljaraskémngfényként):

(* fixedPointOfTransform (g, transform, guess) = a fixed poin t
of transform g with the initial guess guess
fixedPointOfTransform :
‘a * (a -> real -> real) * real -> real
*)
fun fixedPointOfTransform (g, transform, guess) =
fixedPoint(transform g, guess);

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév

(Funkciondlis programozas)



Absztrakcio fiilggvényekkel (eljarasokkal) — FP-229

A fixpontmodszer kétféle alkalmazésa (folyt.)

@ Ez volt példaukqrt fixpontkeresésen alapul6 élséaltozata:

fun sqgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => xly), 1.0)

@ Atirva az altalanos modszert megvaldsito fliggvénnyel:
fun sqgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => xly,
averageDamp, 1.0)
@ Ez volt példaukqrt Newton altalanos moédszerét hasznalé méasodik valtozata:

fun sqgrt x = newtonsMethod (fn y => vy *y-x) 1.0;

@ Atirva az altalanos modszert megvaldsito fliggvénnyel:

fun sqrt x = fixedPointOfTransform (fn y =>y *Y-X,
newtonTransform, 1.0)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-231

Moho kiértékelés, lusta kiértékelés

Idézzik fol:

@ Moho(eager) vagypplikativ sorrendifapplicative order) kiértékelésnek nevezzik azt a
kiértékelési sorrendet, amikor egy 0sszetett kifejezésliisszor az operatort és argumentumait
értékeljuk ki, majd ezutan alkalmazzuk az operatort azragniumokra.

@ Lusta(lazy),szlikség szerinfby need) vagynormal sorrend{{normal order) kiértékelésnek
nevezzik azt a kiértékelési sorrendet, amikor a kiértékalddig halogatjuk, ameddig csak
lehetséges.

@ A lusta kiértékelés hatékonysaga javithaté azzal, hogyeras részkifejezéseket
megjeloljik, és amikor egy részkifejezéshstor kiértékellinkaz eredményét megjegyezzik,
majd tovabbi ebfordulasakor a mar kiszamitott eredményt vessziik&Imodszer hatranya a
nyilvantartés sziikségessége. Ma altaldban ezt neliestikkiértékelésnek.

@ |gazolhat6, hogy olyan kifejezések esetén, amelyek jesgmtek megértésére a helyettesitési
modell alkalmas, azaz amelyelhvatkozas tekintetében atlatszdaéferential transparent), a
kétféle kiértékelési sorrend azonos eredményt ad.

A tovabbiakban az SML-nyelvvel felidi kompatibilis Alice-nyelven mutatunk be példakat.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)

LUSTA KIERTEKELES, LUSTA LISTA

Lusta kiértékelés, lusta lista  FP-232

Lusta kifejezés és fliggvény az Alice-ben

@ Egy kifejezés lusta kiértékelése irhaté ellazy kulcsszoval:

val zs = lazy [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val zs : int list = _lazy

@ Az ilyen kifejezést lusta kifejezésnek nevezziik. Kiértékére csak akkor kerul sor, batikség
van ra, azaz ha egy mohé miiveletben argumentumként hagenal

@ Mindig moho kiértékelésliek a kdvetlikifejezések:

@ mintaillesztésben az illesztett érték,

@ fuggvényalkalmazasban a fiiggvényérték,

@ kivétel jelzésében a kivételt alkoto érték,

@ primitiv miveletben (plop+, op=) az operandus, amelyre a miiveletnek sziiksége van.

@ A kdvetked példaban a mohidd-t fliggvényt alkalmazzuk a lustzs -re:

hd zs;
val it : int = 1

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)



Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-233

Lusta kifejezés és fuggvény (folyt.)

@ ElsS kiértékelése utan a lusta kifejezés (esetleg csak egkiféigzésének) lusta volta megsziinik

@ Az egyszer kiszamitott lusta (rész)kifejezés értéke atbikban azltarolt érték lesz:

zs;
val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

@ A hd és atl lusta valtozata (a név végérza figgvény lusta — By — voltara emlékeztet):

fun lazy headz (x::) = x
| headz [] = raise Empty;
val headz : 'a list -> 'a = _fn

fun lazy tailz (_:xs) = xs
| tailz [] = raise Empty;
val tailz : 'a list -> 'a list = _fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista  FP-235

Lusta lista

@ A lusta lista olyamem korlatos méretiista, amelynek €ny6s tulajdonsagai mellett hatranyai,
veszélyei is vannak, pl.

@ egy lusta listsbarmely részémegjelenithetjik, dsohasem az egészet;

@ két lusta lista elemeifl paronként képezhetiink egy harmadikatpden szamithatjuk lagy
lusta listaelemeinek dsszegéem kereshetjik meg benadegkisebbetem fordithatjuk meg
azelemek sorrendjédtb.;

@ egy program befejérlése helyett csak azt igazolhatjuk, hogy az erednesydleges véges
része véges idd alagiéall.

@ Most afrom fuiggvény lusta valtozatat definidljukomz k olyan lusta listat hoz létre,
amelynek az elemdéiomz k -tél kezdve egyesével novetnszamtani sorozatot alkotnak:

fun lazy fromz k = k : fromz(k+1);
val fromz : int -> int list = _fn

val xs = fromz 3;
val xs : int list = _lazy

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-234

Lusta kifejezés és fuggvény (folyt.)

@ Példak:
headz zs;
val it : int = _lazy

0 + headz zs;
val it : int = 1

zs;
val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

tailz zs;

val it : int list = _lazy
[ @ tailz zs;

val it : int list = _lazy
tailz zs @ [];

val it : int list = [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

tailz zs @ [0, 1];
val it : int list [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista  FP-236

Lusta lista (folyt.)

@ Ha példaulks fejét kiszamittatjuk, akkoxs -nek mar csak a farka marad lusta kiértékelésu:

XS;
val xs : int list = _lazy

hd xs;
val it : int = 3
XS;
val it : int list = 3 1 _lazy
@ Tovabbi példakheadz éstailz  hasznalatara:

headz(fromz 3);
val it : int = _lazy

headz(fromz 3) + 0;
val it : int = 3

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)



Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-237 Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-238

Lusta lista (folyt.) Lusta lista (folyt.)

@ Tovabbi példalheadz éstailz  hasznalatara (folyt.):
@ A List.take ésList.drop  fuggvényt lusta listara is alkalmazhatjuk a lusta lista egy

tailz(fromz 3); részének kiértékelésére.

val it : int list = _lazy
List.take(fromz 1, 5);

neadz(ail(fiome 3) + O vl it int st = [ 2, 3, 4, 5)

val it : int = 4

. ) List.drop(fromz 1, 5);
U @ tal!z(frqmz 3 val it : int list = _lazy
val it : int list = 4 1 _lazy
@ Atailz zs @ [|  kifejezésben az eredményt az lires lista nem befolyasalirtelmed ezt hd(L'ist.d.rop(fromz 1, 9);
felismeri, az eredménylista lusta marad. val it : int = 6
tailz(fromz 3) @ [J; @ A kiszamithatésag érdekében egy fliggvény eredményérshileges véges része az argumentt

val it : int list = _lazy véges részét fiigghet csak.

@ De vigyazzunk! Veremtilcsordulashoz vezet 8tdd-utobb — a kovetkérkifejezés kiértékelése: ] ] o
@ Amikor az eredményre sziikség van, akkor ez az igény valga kirgumentum feldolgozasat.

tailz(fromz 3) @ [1];

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas) Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista  FP-239 Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-240

Egyszerl fuggvények lusta listakra Egyszerl fuggvények lusta listakra (folyt.)

@ A kovetked lusta fil 8 lusta list 8 I inek a négyzAiétitja ki.
ovetken lusta tuggveny egy lusta lista egesz elemeinex aneg Hax @ Az appendz fliggvény addig nem nyds -hez, amigcs ki nem Urdil — vagyis csak akkor nyul

fun lazy squarez [| = [] hozz4, has korlatos.

| squarez (x:ixs) = x *X . squarez xs;
val squarez : int list -> int list = _fn fun lazy appendz (x:xs, ys) = x : appendz (xs, ys)
squarez(fromz 1); | appe’ndz. @ ys) = 'ys;. o
val it : int list = _lazy val appendz : 'a list * 'a list -> 'a list = _fn
List.take(squarez(fromz 1), 10); appendz([1,2,3],[4,5,6]);
val it : int list = [1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100] val it : int list = _lazy

@ Két |usta lista hasonléan adhat6 ossze:
appendz([1,2,3],[4,5,6]) @ [];

fun lazy addz (x:xs, y:ys) = x+y : addz(xs, ys) val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6]
| addz _ =10 o
val addz : int list * int list -=> int list = _fn List.take(appendz([1,2,3], fromz 10), 7);

addz(fromz 1000, squarez(fromz 1)); val it :int list = [1, 2, 3, 10, 11, 12, 13]
val it : int list = _lazy )

List.take(appendz(fromz 10, [4,5,6]), 7);
List.take(addz(fromz 1000, squarez(fromz 1)), 7); val it : int list = [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]

val it : int list = [1001, 1005, 1011, 1019, 102’9, 1041, 1055]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas) Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)



Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-241

Magasabbrend fiiggvények lusta listakra

@ A maplusta véltozata:

fun lazy mapz f [] = []
| mapz f (x:ixs) = f x :: mapz f xs;
val mapz : (a -> 'b) -> 'a list -> 'b list = _fn

@ A filter lusta valtozata:

fun lazy filterz p [] = [
| filterz p (x:ixs) = if p x
then x :: filterz p xs
else filterz p xs;
val filterz : (a -> bool) -> 'a list -> 'a list = _fn
@ Az el6z6 szakaszban definidtuarez -t egyszer(i felirnmapz-vel:

val squarez = mapz (fn x => x *X);
val squarez : int list -> int list = _fn

@ Aziteratez  afromz egy altalanositasa:

fun lazy iteratez f x = x :: iteratez f (f x);
val iteratez : (a -> 'a) -> 'a -> 'a list = _fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista  FP-243

Alvéletlenszamok

@ Hagyomanyos alvéletlenszam-generatorok: olyan elj&réasuoelyek egyrissithetd valtozoban
taroljak aseed(mag) értéket — eliid allitjak el egy kovetkeé hivasnal a kovetkér
alvéletlenszamot.

@ Lusta listaként megvalositva a kdvetlealvéletlenszam csalziikség esetél eld.
local val a = 16807.0 and m = 2147483647.0

(* nextrandom seed = a koOvetkez 0 alvéletlenszam
nextrandom : real -> real

*
)
fun nextrandom seed =
let
val t = a * seed
in
t - real(floor(t/m)) *m
end
in
fun randomz s = mapz (fn x => x/m) (iteratez nextrandom s)
end;
val randomz : real -> real list = fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-242

Magasabbrend( fliggvények lusta listdkra (folyt.)

@ Olyan szamsorozatot allitunkéelamelyben 50-nél nagyobb, 7-esre \@dfzegészek vannak:

val sevens = filterz (fn n => n mod 10 = 7) (fromz 50);
val sevens : int list = _lazy

List.take(sevens, 8);
val it : int list = [57, 67, 77, 87, 97, 107, 117, 127]

@ Egy példateratez  alkalmazéasara:

val zs = iteratez (fn x => x / 2.0) 1.0;
val zs : real list = _lazy

List.take(zs, 5);
val it : real list = [1.0, 0.5, 0.25, 0.125, 0.0625]

@ fromz -taziteratez  -vel igy definialhatjuk:

val fromz = iteratez (fn k => k+1);
val fromz : int -> int list = _fn

List.take(fromz 3, 6);
val it : int list = [3, 4, 5, 6, 7, 8]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista  FP-244

Alvéletlenszamok (folyt.)

@ Ha anextrandom -ot 1.0 és 21474836467.0 koz&tged -re alkalmazzuk, ugyanebbe a
tartomanyba é€smas értéket allit 6laza * seed mod mmivelettel. (A valés szamokat a
tulcsordulés elkerilésére hasznaljuk.)

@ A lusta lista eballithsara ateratez -t anextrandom -ra és aseed valdés szamma alakitott
kezdbértékére alkalmazzuk. mapz gondoskodik arrél, hogy a lusta listAban minden értéket
elosszunkmmel, és igy aandomz 1.0-nél kisebb nemnegativ értékeket adjon eredményiil.
Lathaté, hogy a lusta lista a megvaldsitas részleteit szélpejti a felhasznald él.

@ Az eldéllitott alvéletlen-szamok tehat 1.0-nél kisebb nemtiegalos szamokimapz-val
alakithatjuk abket 0 és 9 kozotti egészekkeé:

val rs = mapz (floor o (fn x => 10.0
val rs : Intint list = _lazy

* X)) (randomz 1.0);

List.take(rs, 9);
val it : Intint list = [0, O, 1, 7, 4, 5, 2, 0, 6]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)



Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-245

Primszamok éallitasaeratosztenészi szitaval

1. Vegylk az egészek 2-vel keadb sorozatéat2,3,4,5,6,7, . ..

2. Toroljuk az 6sszes 2-vel oszthat6é szaniot, 7,9, 11, . ..

3. Torodljik az 6sszes 3-mal oszthaté szansot, 11, 13,17, 19, ...

4. Toroljuk az 6sszes . ..

@ A sorozat elé eleme mindig a kévetkézprim. A sorozatban azok a szamok maradnak benne,

amelyek az eddig éallitott primekkel nem oszthatok.

fun siftz p = filterz (fn n => n mod p <> 0);
val siftz : int -> int list -> int list = _fn

@ Assiftz ap argumentum tobbszérdseit torli egy lusta listabal.

@ A sievez -nek mér csak ismételten alkalmaznia lgiftz -t a megfeled lusta listara.

fun lazy sievez [] = ]
| sievez (p:ps) = p :: sievez(siftz p ps);
val sievez : int list -> int list = _fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-247

Négyzetgytkvonas Newton-Raphson médszerrel

@ nextapprox x  -bél a gyok egy .1 kozelitését szamitja ki ag,, = 5? képlettel:

fun nextapprox a x = (a/x+x)/2.0;
val nextapprox : real -> real -> real = _fn

@ A befejeddés megallapitasara egyszer(i tesztet irunk:

exception Impossible;
fun within (eps : real) (x:(yys as y:ys)) =
if abs(x-y) <= eps

then y
else within eps yys
| within _ _ = raise Impossible;
val within : real -> real list -> real = _fn

@ A mésodik kl6z azért kell, hogy ne kapjunk figyelmeztetéstfadetlen esetek miatt: mivel a
within ~ fliiggvényt lusta listara fogjuk alkalmazni, ezt a kl6zt arcAlsohasem értékeli ki.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkciondlis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-246

Primszamok élallitasaeratosztenészi szitavgblyt.)

@ Mivel most a lusta lista sohasem lehet tres, nem kelleneexliista listara illeszkédvaltozatot
irnunk, de nélkile az Alice arra figyelmeztetne, hogy nentifielle minden esetet.

fun lazy sievez (p::ps) = p :: sievez(siftz p ps);
1.9-1.49: warning: match is not exhaustive, because e.g.

nil
is not covered
val sievez : int list -> int list = _fn
@ Példa:

val primes = sievez(fromz 2);
val primes : int list = _lazy

List.take(primes, 11);
val it : int list = [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionalis programozas)

Lusta kiértékelés, lusta lista  FP-248

Négyzetgytkvonas Newton-Raphson médszerrel (folyt.)

@ Ezzel agroot flggvény el§ valtozata:

fun groot a = within le~6 (iteratez (nextapprox a) 1.0);
val groot : real -> real = _fn

groot 5.0;
val it : real = 2.23607

@ A programban deallasvizsgéalatovilagosan elvalasztjut kdzelitések elballitasatol.

@ A ledllasvizsgalatwithin ) olyan fiiggvény, amely egy valés szambdl és egy valos szamok
tartalmazé listabol egy valés szamot allib el

@ |t az abszolUt kuldnbségetX — y |< ¢) teszteljik, de vizsgalhatnank pl. a relativ kiilénbséget
(1§ —1]<e)vagy azﬁf1 < ¢ feltételt.

@ A feladat tobbi része fliggetlen attél, hogy milyen lealiasgalatot alkalmazunk, és altalaban is
igy célszerli megirni a programjainkat.
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Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-249

Négyzetgyokvonas Newton-Raphson maédszerrel (folyt.)

@ A kozelitések d@allitasat célszerli még vilagosabban elhatarolni a progobbi részét.
approxz a kozelitések lusta listajat allitjaéel

fun approxz a =

let
fun nextapprox x = (a/x+x)/2.0
in
iteratez nextapprox 1.0
end;
val approxz : real -> real list = _fn

@ Ezzel agroot fliggvény egy tisztabb valtozata:

val groot = within 1le~6 o approxz;
val groot : real -> real = _fn

groot 5.0;
val it : real = 2.23607
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Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-251

Keresztszorzatokbdl allé lista (folyt.)

@ Hogyan érhetjuk el, hogy az végigfusson axs lista 6sszes elemén? Az eddig szakaet
kossuk le egy fliggvény argumentumakeént:

fn x => map (pair x) ys
majd alkalmazzuk Gjbol enap-et erre a fliggvényre és -re:
map (fn x => map (pair x) ys) xs

@ Listak listajat kapjuk eredménydil, mert a bielmap mar listat adott vissza, amelynek minden
eleméldl Ujabb listat képeztiink a kidsnap-pel.

fun pairss xs ys = map (fn x => map (pair x) ys) Xs;
val pairss : 'a list -> 'b list -> (‘a * 'b) list list = _fn
@ List.concat elvégzi a sziikséges simitast:

fun pairs xs ys = List.concat(pairss xs ys);

val pairs : 'a list -> 'b list -> (a * 'b) list = _fn
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Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-250

Keresztszorzatokbol all6 lista

@ Legyenxs ésys egy-egy lusta lista. Képezziink (j lusta listat(az y ;) parokbodl, ahok; € xs
ésy,; cys!

@ A nem korlatos méret(i listak kezelése kilonleges probk@méet fel, ezért oldjuk meg &é6z6r a
feladatot korlatos méreti listdkkahap éspair alkalmazasaval.

@ xs ésys egy-egy lista. Képezzunk listat az;(y ;) parokbdl, ahok; € xs ésy; € ys!
@ map-et,pair -t éslList.concat -ot alkalmazva juthatunk el a keresett fliggvényhez.

fun pair x y = (X, y);
val pair : 'a -=>'b -> 'a * 'b = fn

@ A pair -tamap-pel azys lista elemeire alkalmazva olyan parokbol all6 listat kaguamelyben
a parok elé tagja a rogzitett érték, a masodik tagja pedig g2 egy-egy eleme.

map (pair x) ys
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Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-252

Keresztszorzatokbol all6 lusta lista

@ A pairss -hez hasonléan allithatjuk@&parok lusta listdjanak lusta listajat:

fun pairssz xs ys = mapz (fn x => mapz (pair X) ys) Xs; _
val pairssz : ’'a list -> 'b list -> (a * 'b) list list = _fn

@ Az eredmény véges része kiirathtaieRect -tel, amely a bal feld sarokt6l szamitott eflsm
sorbdl ém oszlopbol allGéglalapotjeleniti meg azss lusta listabol:

fun takeRect (xss, (m, n)) =
map (fn y => List.take(y, n)) (List.take(xss, m));
val takeRect : ’'a list list * (int  * Int) -> "a list list = _fn
@ Példa: olyan lusta lista, amelyben a parolddbmgja az egymas utan kdvetkezgészek 30-t6l
kezdve, masodik tagja pedig a primszamolkezdve:

val pss = pairssz (fromz 30) (sievez(fromz 2));
val pss : (int * int) list list = _lazy

takeRect(pss, (3, 5));

val it : (int * int) list list =
[[(30, 2), (30, 3), (30, 5), (30, 7), (30, 11)],
[(31, 2), (31, 3), (31, 5), (31, 7), (31, 11)],

[(32, 2), (32, 3), (32, 5), (32, 7), (32, 11)]]
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Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-253

Keresztszorzatokbol &ll6 lusta lista (folyt.)

@ Mostantdl gpss mar részben ki van értékelve:

pss;

val it : (int * int) list list =
((30, 2) = (30, 3) :: (30, 5) :: (30, 7) = (30, 11) = _lazy) :
((31, 2) = (31, 3) == (31, 5 = (31, 7) == (31, 11) == _lazy) =
(32, 2) = (32, 3) =: (32, 5) = (32, 7) =+ (B2, 11) = _lazy) =
_lazy

@ Ha ki akarunk simitani egy lusta listatL.&t.concat figgvénnyel nem megyiink semmire,
ugyanisappendz (xs, ys) = Xs . Ellenben két lusta lista elemei példqdlronként
egymasba ékelhetékinterleavez arekurziv hivasbarnaltogatja a két lusta listat:

fun lazy interleavez (], ys) = ys
| interleavez (x:ixs, ys) = x :: interleavez(ys, xs);
val interleavez : ’'a list * ’a list -> 'a list = _fn

@ Példainterleavez alkalmazasara:

List.take(interleavez(fromz 0, fromz 50), 10);
val it : int list = [0, 50, 1, 51, 2, 52, 3, 53, 4, 54]
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HALMAZM UVELETEK

Lusta kiértékelés, lusta lista ~ FP-254

Keresztszorzatokbol &ll6 lusta lista (folyt.)

@ enumeratez lusta listak lusta listajabol egyetlen lusta listat allti.eJeloljik a kétszeres
mélységl lusta lista fejéss -sel és a farkatss -sel; alkalmazzulenumeratez -t rekurzivan
Xss -re, majd az eredményt ékeljits -be:

fun lazy enumeratez [] = []
| enumeratez (xs::xss) = interleavez(xs, enumeratez Xss);
val enumeratez : ‘a list list -> 'a list = _fn

@ Allitsuk el6 példaul a pozitiv egészefiball parok egy lusta listajat!

val pozintss = pairssz (fromz 1) (fromz 1);
val pozintss : (int * int) list list = _lazy

List.take(enumeratez pozintss, 15);

val it : (int * int) list =
(1., 21, @ 2, 61 &3, 2 2, 1 4 4 1),
(1,5, (2,3, (1, 6), 3, 2, 1, 7, (2, 4, (1, 8)]
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Halmazmiiveletek ~ FP-256

Halmazmiveletek: ,halmaz hatvanyhalmazpdyerSet )

A hatvanyhalmazt éllit6 algoritmus vazlata:

@ Az S halmaz hatvanyhalmazagsszesészhalmazanak a halmaza, magafdmimazt és 4 }
Ures halmazt is beleértve.

@ S hatvanyhalmaza gy éllithatédlhogy kivesszil§-b6l azx elemet, majdekurziv médon
eldllitjuk azS — {z} hatvanyhalmazat.

@ HatetsBlegesl’ halmazral’ C S — {z}, akkorT C S ésT u{z} C S, igy mindT', mind T u{z}
elemeS hatvanyhalmazanak.

@ Mikdzben a fenti elvet rekurziv médon alkalmazzuk, teh&dtoltatjuk azS — {«} stb.
részhalmazait, gy(ijtjuk ear kivalasztotelemeket. Egy-egy rekurziv |épésben a g¥ gy
valtozatlan (), vagy kiegészil az elemmel T u{x}).

@ A pws fliggvényben dase argumentumban gydijtjik a halmazar kivalasztotelemeit;
kezdetben ures.

@ pws(xs, base) ={Subase |S C xs}, azazxs ubase azon részhalmazainak a listaja,
amelyek teljes egészében tartalmazzékse halmazt.
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Halmazmiiveletek ~ FP-257

Halmazmiveletek: ,halmaz hatvanyhalmaza” (folyt.)

@ Ezzel apws fliggvény:

(* pws : a list * 'a list -> 'a list list
pws(xs, base) = mindazon halmazok listaja, amelyek el 6allnak xs egy
részhalmazéanak és a base halmaznak az unidjaként *)

fun pws ([], base) = [base]
| pws (x:xs, base) = pws(xs, base) @ pws(xs, x::base)

@ pws(xs, base) valdsitja meg a® — {z} rekurziv hivast (hiszer:xs felel megS-nek),
azaz éllitja é az 6sszes olyan halmazt, amelyekRkarincs benne.

@ pws(xs, x::base) rekurziv médorbase -ben gyUjti azx elemeket, vagyis éEllitja az
dsszes olyan halmazt, amelybeibenne van.

@ powerSet -nek mar csak megfel@imodon hivnia kelpws-t:

(* powerSet : ’a list -> ’a list list
powerSet xs = az xs halmaz hatvanyhalmaza *)
fun powerSet xs = pws(xs, [])

@ Példa:
powerSet [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 19,20];
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Halmazmiiveletek ~ FP-258

Halmazmiveletek: ,halmaz hatvanyhalmaza”, hatékongabb

@ pws rossz hatékonysagu a kétfelé agazoé rekurzié miatt; 20 egésa hatvanyhalmazanak

eléallitasa mar a verem tulcsordulasat okozza. irjunk valahhiatékonyabb valtozatot.

@ AzinsAll  segédfiiggvény egy elemet szdr be egy listakbdl 4ll6 listedem eleme elé

(* insAll : 'a * ’a list list * ’a list list -> 'a list list
insAll(x, yss, zss) = az yss lista ys elemeinek zss elé fizot t
listdja, amelyben minden ys elem elé x van beszirva *)

fun insAll (x, [], zss) = zss
| insAll (x, ys:yss, zss) = insAll(x, yss, (X:ys)::zss)

@ powerSetinsAll -t hasznalé linearis-rekurziv process#i&lité valtozata

fun powerSet [ = [[l]
| powerSet (x:xs) = let val pws = powerSet xs
in pws @ insAll(x, pws, []) end

@ powerSet insAll -t haszndlé linearis-iterativ processzi&@lité valtozata

fun powerSet [] = [[I]
| powerSet (x::xs) = let val pws = powerSet xs
in insAll(x, pws, pws) end

powerSet [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 19,20,21,22];
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