BINARIS FAK




Binaris fak ~ FP-10-11-191

Egyszerl muveletek binaris fakon

Legyen
datatype 'a tree = L | N of 'a * 'a tree * 'a tree

@ nodes egy fa csomopontjait szamlalja meg.

(* nodes : ’'a tree -> int
nodes f = az f fa csomoépontjainak a szama *)
fun nodes (N( , t1, t2)) = 1 + nodes t2 + nodes tl
| nodes L = 0

@ Akkumulatort hasznal6 valtozatandesa — a kétfelé agazoé rekurzié miatt nem nyeriink vele
szinte semmit, de legalabb sikerult nehezebben étkdennink. :-)

fun nodesa f =

let (* nodesO(f, nN) = n + a csomopontok szama f-ben

nodesO : ’'a tree * int -> int *)
fun nodesO (N(_, t1, t2), n) =
nodesO(tl, nodesO(t2, n+1))

| nodesO (L, n) = n

in  nodesO(f, 0)

end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-192

Egyszerl miveletek binaris fakon (folyt.)

@ A fa gyokeréldl a leveléhez vezétaton az élek szamat (az Ut hosszat) az adott levél sziktjéne
nevezzik. A szintek k6zul a legnagyobbat arfélységénekivjuk.

@ depth egy fa mélységét hatarozza meg.

(* depth : ’a tree -> int
depth f = az f fa mélysége *)
fun depth (N(_, t1, t2)) = 1 + Int.max(depth t2, depth tl)
| depth L = 0O

@ depth akkumulatort hasznalo6 valtozatdeptha — a kétfelé agazo6 rekurzidé miatt most sem
nyerink vele szinte semmit.

fun deptha f =
let fun depthO (N(_, t1, t2), d) =
Int. max(depthO(t1, d+1), depthO(t2, d+1))
| depthO (L, d) = d
in
depthO(f, 0)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-193

Egyszerl miveletek binaris fakon (folyt.)

@ fulltree n mélységlteljes binaris fatépit, és a fa csomopontjditol 2" — 1-ig beszamozza.

(* fulltree : int -> int tree
fulltree n = n mélységi teljes fa *)
fun fulltree n = let fun ftree (, 0) = L
| ftree (k, n) = N(k, ftree(2*k, n-1),
ftree(2*k+1, n-1))
in
ftree(1, n)
end

Egy teljes binaris faban minden csomopontbdl pontosanlketdel ki, €s minden levelének
ugyanaz a szintje.

@ reflect  afat afug@leges tengelye mentén tukrozi.

(* reflect : 'a tree -> ’a tree
reflect t = a flgg Oleges tengelye mentén tukrozott t fa *)
fun reflect L = L
| reflect (N(v,t1,t2)) = N(v, reflect t2, reflect tl)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak  FP-10-11-194

Lista eballitasa binaris fa elemeaib

@ Mindharom fliggvényinaris fabdl listatallit el6. Abban kilonbdznek egymastol, hogy a
csomopontokban tarolt értekeket mikor veszik ki, és milgyemendben jarjak be a reszfakat:

@ preorder eldszor az értéket veszi ki, majd bejarja a bal, és azutan argsbat;
@ inorder eldszor bejarja a bal részfat, majd kiveszi az értéket, végjalrja a jobb részfat;
@ postorder  el6szor bejarja a bal, majd a jobb részfat, és utoljara veszz értéket.

@ Az akkumulatort nem haszndl6 valtozatok egyszerlekettrt, de nem elég hatékonyakaa
operator hasznalata miatt.

(* preorder, inorder, postorder : 'a tree -> ’a list *)
(* preorder f = az f fa elemeinek preorder sorrendi listaja * )
fun preorder L = []

| preorder (N(v,t1,t2)) = v :: preorder t1 @ preorder t2
(* inorder f = az f fa elemeinek inorder sorrendi listdja *)
fun inorder L = []

| inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ (v :: inorder t2)

(* postorder f = az f fa elemeinek postorder sorrendi listaj a *)
fun postorder L = []
| postorder (N(v,t1,t2)) = postorder t1 @ (postorder 2 @ [v] )

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-195

Lista eballitasa binaris fa elemedb(folyt.)

@ Hainorder el6z0 valtozataban amorder t1 @ (v :: inorder t2) kifejezésben &
Vv . inorder t2 részkifejezest nem tesszik zarojelbe, a fordito hibat jemvel:: és@
azonos precedenciaju, és ezeért zarojelek nélkil a nyiatdan hibasnorder t1 @ v
részkifejezést akarna kiertékelni.

@ inorder el6z6 megvaldsitasaval kb. egyenértékii a koveikegtozata, amelybenmaelem
helyett az egyelem[y] listat flzzUkinorder t2  elé:

fun inorder L = []
| inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ ([v] @ inorder t2)

Ez a valtozat azonbawppant sérulékenygyanis a hatékonysaga fligg a zarojelek kirakasaté
Ha a[v] @ inorder t2 részkifejezést nem tesszik zarojelbe, akkor a forddézélr a
inorder t1 @ [v] részkifejezést fogja kiértékelni, azaz egy egyelemalist fliz egy
(altalaban) jéval hosszabbat!

@ Az elmondottakhoz hasonlo okbgbstorder  bemutatott valtozata iendkivil sérilékenyHa
ugyanis a postorder t1 @ (postorder t2 @ [v]) kifejezésben az amugyis rossz
hatekonysagpostorder t2 @ [v] részkifejezest nem tesszuk zarojelbe, akkor a fordito
eldszor a postorder t1 @ postorder t2 részkifejezést ertékeli ki, azaz a ket,
felteheben hosszu listat fizi egybe, majd a létrehozott erednstayfizi az egyelem listahoz!

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-196

Lista eballitasa binaris fa elemedb(folyt.)

Az akkumulatort haszndal6 valtozatok megint nehezebbdre®Bit, de talan valamivehatékonyabbak
foleg a veremhasznalat szempontjal@hélyett:: -ot hasznalunk).

(* preord : 'a tree * 'a list -> 'a list
preord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
preorder sorrendi listdja *)
fun preord (L, vs) = vs
| preord (N(v,t1,t2), vs) = v:preord(tl, preord(t2,vs))

(* inord : 'a tree * 'a list -> ’a list
inord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizatt,
inorder sorrendi listaja *)
fun inord (N(v,t1,t2), vs) = inord(tl, v:inord(t2,vs))
| inord (L, vs) = vs

(* postord : 'a tree * 'a list -> 'a list
postord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
postorder sorrendi listdja *)
fun postord (N(v,t1,t2), vs) = postord(tl, postord(t2, v:: VS))
| postord (L, vs) = vs

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-197

Binaris fa eballitasa lista elemedd: balPreorder

@ Listatkiegyensulyozottbalancedbinaris favaalakitanak a kovetkézfiiggvények:
balPreorder ,ballnorder  ésbalPostorder ;a kulonbség kdzottik most is a bejarasi

sorrendben van.

@ (* balPreorder: ’'a list -> ’'a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib ol allo, preorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
%)
fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in
N(x, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ A hatékonysagot kisebb mértékben rontja, hatpt.take ésList.drop  egymastdl
fuggetlentilkétszemennek végig a lista dgifelén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-198

take ésdrop egyetlen figgvennyetake'ndrop

@ rjunk take’'ndrop  néven olyan figgvényt, amelynek egy listabol és egk egészbl allo par
az argumentuma, és egy olyan par az eredménye, amelyrietagja a lista elsk db eleme,
masodik tagja pedig a lista tébbi eleme.

(* take’ndrop : ’'a list * int -> 'a list * 'a list
take’'ndrop(xs, k) = olyan par, amelynek
els 0 tagja xs els 0 k db eleme,
masodik tagja pedig xs maradéka
%)
fun take’'ndrop (xs, k) =
let fun td (xs, O, ts) = (rev ts, XS)
| td ([, _, ts) = (rev ts, [])
| td (x::xs, Kk, ts) = td(xs, k-1, X::ts)
in
td(xs, Kk, [])
end

@ take'ndrop felhasznalasa, nevezetesen az eredményul atadott paAnmdasitani kell
balpreorder  felépitésén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-199

Binaris fa eballitasa lista elemeid: balPreorder , Ujra

@ Ez volt:

fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in  N(X, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ Ez lett:

(* balPreorder: 'a list -> 'a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib ol allo, preorder ... *)
fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
val (ts, ds) = take'ndrop(xs, k)
in  N(X, balPreorder ts, balPreorder ds)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-200

Binaris fa eballitasa lista elemedd

@ (* ballnorder: 'a list -> 'a tree
ballnorder xs = az xs lista elemeib ol allé, inorder bejarasu,
kiegyensulyozott fa
%)
fun ballnorder [] = L
| ballnorder (xxs as Xx::xs) =
let val k = length xxs div 2
val ys = List.drop(xxs, k)
in
N(hd ys, ballnorder(List.take(xxs, k)),
ballnorder(tl ys))
end

@ (* balPostorder: 'a list -> ’a tree
balPostorder xs = az xs lista elemeib ol allé, postorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
%)
fun balPostorder xs = balPreorder(rev xs)

@ ballnorder take’'ndrop -pal valo definidlasat meghagyjuk gyakorlo feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-201

Elem rekurziv torlése binaris fabol

@ Adott értéklelemetrekurziv modszerrahegkeresnegyszeri feladat.

@ Uj elemet beszlrrsem nehéz: rekurziv modszerrel keresiink egy levelet, é&kenhelyére
berakjuk az Uj érteket. Ha a fa rendezve van, tigyelnink kell Aogy a rendezettség
megmaradjon.

@ Adott ertéklielemetvagy elemeketekurziv modszerrelitorolni valamivel nehezebb: ha a
torlend érték az éppen vizsgalt részfa gytkerében van, a két rezsztes fa részfaitegyesiteni
kell, miutan a torlést a két részfan mar vegrehajtottuk.

@\ ﬂ

—=

@ Megtehetjik, hogy ébb egyesitjik a két részfat, majd az eredménytil kapoti tébdljik az
adott értékl elemet.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-202

Elem rekurziv torlése binaris fabol (folyt.)

@ A join -nal egyesitjuk a torlés hatasara |étré&jdét részfat: a bal részfat lebontja, és kozben .
elemeit egyeseével berakja a jobb réeszfaba.

(* join : 'a tree * 'a tree -> ’a tree
join(b, ) = a b és a j fak egyesitésével létrehozott fa *)
fun join (L, tr) = tr
| join (N(v, It, rt), tr) = N(v, join(lt, rt), tr)

@ A remove rendezetlen binaris fabol torli azértékl elenvbssze®ldfordulasat.

(* remove : 'a * 'a tree -> ’'a tree
remove(i, f) = i dsszes el Ofordulasat torli f-b ol *)
fun remove (i, L) = L
| remove (i, N(v,ltrt)) =
if i<>v
then N(v, remove(i,lt), remove(i,rt))
else join(remove(i,lt), remove(i,rt))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP-10-11-203

Binaris kereséfak: blookup , binsert

@ Rendszerint adott kulcsu elemet kerestink egy rendezéitibii@ban, ehhez ertékeket kell
dsszehasonlitanunk egymassal, ehhez a keresett kulegpaklioségi tipusundell lennie (a
példaban &tring tipust hasznaljuk).

@ A flggvényekkivételtjeleznek, ha a keresett kulcsu elem nincs a kifédman:
exception Bsearch of string
@ A blookup fliggvény adott kulcshoz tartozo ertéket ad vissza:

(* blookup : (string * 'a) tree * string -> 'a
blookup(f, b) = az f faban a b kulcshoz tartozé értek
%)
fun blookup (L, b) = raise Bsearch("LOOKUP: " ~ Db)
| blookup (N((a,x), t1, t2), b) =

if b < a then blookup(tl,b)
else if a < b then blookup(t2, b)
else x;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak  FP-10-11-204

Binaris kereséfak: bupdate

@ A binsert  flggveny egy Uj kulcsu elemet rak be egy rendezett bindbia,flAa még nincs benn

(* binsert : (string * 'a) tree * (string * 'a) -> (string * ’'a) t ree
binsert(f, (b,y)) = az () (b,y) kulcs-érték parral b Ovitett f fa *)
fun binsert (L, (b,y)) = N((b)y), L, L)
| binsert (N((a, x), t1, t2), (b)y)) =
if b < a then N((a, x), binsert(tl, (b)y)), t2)
else if a < b then N((a, x), t1, binsert(t2, (b,y)))
else (* a=b *) raise Bsearch("INSERT: " " b);

@ A bupdate fliggvény meglé® kulcsu elembe ) értéket ir be egy rendezett binaris faban:

(* bupdate : (string * ’'a) tree * (string * 'a) -> (string * 'a) t ree
bupdate(f, (b,y)) = az f fa, a b kulcshoz tartoz6é érték helyén
az y ertékkel *)
fun bupdate (L, (b,y)) = raise Bsearch("UPDATE: " " b)
| bupdate (N((a,x), t1, t2), (b,y)) =
if b <a then N((a,x), bupdate(tl, (b,y)), t2)
else if a < b then N((a,x), t1, bupdate(t2, (b,y)))
else (* a=b *) N((b,y), t1, t2);

@ A fliggvényekgenerikussdételét meghagyjuk gyakorl6 feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)




Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-20

Legnagyobb k6z6s oszto

@ Kovetked példank: ésb legnagyobb k6z6s osztdjat szamolja ki az euklideszi digssal.

@ Az alapgondolat az, hogy hat b-vel osztvar a maradeék, akkat ésb k6z0s 0sztdi azonosakes
r k6z6s osztoéival.

@ A matematikai definiciot most is pontosan kdveti az SML-Nigy.

ged(a,0) = a fun gcd (a, 0) = a
ged(a, b) = ged(b, a mod b) | gcd (a, b) = gcd(b, a mod b)

@ A folyamatiterativ. A Iépések szama logaritmikusai n

Pontosabban —laamé-tétekzerint — ha az euklideszi algoritmus egy szampar legndpkobos
osztojatk |épésben szamitja ki, akkor a szampar kisebbik tagja neet kibebb a-adik
Fibonacci-szamnal. (Ld. SICP, 1.2.5. szakasz.)

Legyenn az algoritmus kisebbik paramétere. Ha a leghagyobb kozié &szamitasahok
|épésre van sziikség, akkor> F(k) ~ oF /\/5. Azaz ak lépésszam valoban az(P alapu)
logaritmusaval aranyos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-20

Primteszt

@ A prime predikatum egy: szam prim voltat teszteli. AndDivisor fuggvény 2-6l kezdve
megkeresi az szam legkisebb osztojat. Azszam prim, ha a legkisebb osztéragzam maga.

@ Az n osztoit 2-6l \/n-ig kell keresni, igy a lépések szaroa,/n).

fun prime n =
let
infix divides
fun smallestDivisor n = findDivisor(n, 2)
and findDivisor (n, testDivisor) =
if square testDivisor > n
then n
else if testDivisor divides n
then testDivisor
else findDivisor(n, testDivisor+1)
and square X = X * X
and a divides b = b mod a = 0

in
n = smallestDivisor n
end
Gyakorlo feladat.

prime egyesével Iépkedve keresi megrategkisebb osztéjat. irjon gyorsabb megoldast!

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-20

Primteszt (folyt.)

@ A kbvetkedd SML-predikatum egy szam prim voltéloszinlségi moédszernglszteli. A leépések
szamaD(lgn).

@ Az algoritmus a kis Fermat-tételen alapul, amely azt mokigjhogy:
han prim és) < a < n, akkora™ modulon szerintkongruens:-val, azaz:™ mod n = a.

@ Két szam akkokongruensmodulon szerint, han-nel osztva mindkefinek ugyanaz a
maradéka. Egy szamn-nel valé osztasanak maradékanodulon szerinti maradekanak,
vagy rovidena modulon-nek is nevezik.

@ Han nem prim, akkor az < n szamok nagy hanyadara nem teljesul a fenti relacio.

@ A primteszt algoritmusa ezek utan a kdvetkez

@ Adott n-re véletlenszerlien valasszunk egy. n szamot: ha" mod n # a, akkorn nem prim.
Ellenked esetben nagy a valoszinlisége, hogyim.

@ Valasszunk véletlenszerlien egy masik n szamot: ha" mod n = a, akkor névekedett
annak a valészinlisége, hogyraprim. Ujabb és Gjabb értékeket valasztva egyre
biztosabbak lehetlink abban, hogyragrim.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-20

Primteszt (folyt.)

@ Az expmod segédfiiggvény base szamexp -edik hatvanyanak modulmszerinti maradékat
adja eredményul.

(* expmod (base, exp, m) = base exp-edik hatvanya modulo m
%)
fun expmod (, 0, ) =1
| expmod (b, e, m) =
if even e
then square(expmod(b, e div 2, m)) mod m
else b * expmod(b, e-1, m) mod m
and even n = n mod 2 =0
and square X = X * x;

@ Nagyon hasonlo felépitéskptFast -hoz. A |épések szama a kit@logaritmusaval aranyos.

@ Szikségunk van véletlenszamokdlitasara. Részletek az SML alapkonyvtarabdl:

Random.range (min, max) gen = an integral random number in th e
range [min, max). Raises Fail if min > max.
Random.newgen () = a random number generator, taking the see d

from the system clock.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Primteszt (folyt.)

@ Betoltjuk aRandomkonyvtarat:

load "Random";
@ fermatTest general egy alvéletlen-szamot, és egyszer elvégzi a Jasga

(* fermatTest n = false if n is not prime *)

fun fermatTest n =
let fun trylt a = expmod(a, n, n) = a
in  trylt((Random.range (1, n) (Random.newgen()) )
end

@ fastPrimetimes  -szor megismétli a vizsgalatot:

(* fastPrime (n, times) = true if n passes the prime test
times times

%)
fun fastPrime (n, 0) = true
| fastPrime (n, t) = fermatTest n andalso fastPrime(n, t-1)

@ Ez a megoldas csak nagy valdszinliséggel, de nem teljasybigedggal ad valaszt a kerdésre.
Példaul az 561 atmegy a Fermat-teszten, bar nem prim.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Flggvények mint altalanos szamitasi modszerek

@ Lattuk, hogy a fliggvény (ill. altalaban az eljaras) olydisztrakcigo amely — a paraméterkent
atadott adatok konkrét értékéfiiggetlentll — dsszetett milveleteket ir le.

@ Az olyan magasabbrendi fliggveny, amelynek figgvény aypstere, mégnagasabb szintl
absztrakcio, hiszen az altala megvalositott 6sszetetelaiet nemcsak egyes konkrét adatoktd
hanem egyes konkrét miveletékis fliggetlenné tesszik.

@ A magasabbrendi fliggveny (eljaras) tehat valamiBléalanos szamitasi modszdéejez ki.

@ A kovetked lapokon két nagyobb példat ismertetlink: altalanos sa8miiddszert fliggveények
zérushelyeineksfixpontjanaka megtalalasara.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel

@ Az intervallumfelezés modszere hatékony eljarag @z = 0 egyenlet gydkeinek megtalalasara
ahol f folytonos fliggvény.

@ A kozismert alapétlet a kbvetkéz

@ Megfeleben megvéalasztott-ra ésb-re, amelyekref(a) < 0 < f(b), f-nek legalabb egy
zérushelye van ésb koHzott.

@ A zérushely megtaladlasahoz legyer- a + b/2. Ha f(x) > 0, akkor f zérushelyét: észx
kdzott, haf (z) < 0, akkorx ésb kozott kell keresniink.

@ A keresést — a rekurziot — akkor hagyjuk abba, amikor két eégpymani kozeli értékeltérése
egy ebre meghatarozott értéknél kisebb lesz.

@ Mivel az eltérés minden Iépésben a felére cstkkerf, 2&arushelyének megtalalasahoz sziikséc
lépések szam@(L/T), ahol L az intervallum hossza kezdetben,/éa megengedett eltéres.

@ A leirt algoritmust valdsitja megsearch fliggvény (Id. a kovetkdzlapon):

(* search (f, negPoint, posPoint) = root of f x in the
negPoint <= x <= posPoint interval
PRE: f negPoint <= 0 and f posPoint >= 0

")

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

fun search (f, negPoint, posPoint) =
let val midPoint = average(negPoint, posPoint)
in
if closeEnough(negPoint, posPoint)
then midPoint
else let val testValue = f midPoint
in
if positive(testValue)
then search(f, negPoint, midPoint)
else if negative(testValue)
then search(f, midPoint, posPoint)
else midPoint
end
end
and average (X, y) = (xty)/2.0
and closeEnough (x, y) = abs(x-y) < 0.001
and positive x = x >= 0.0
and negative x = x < 0.0

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

@ Az elofeltételek betartasat célszes@larch alkalmazéasakor ellémizni, nehogy rossz valaszt
kapjunk az SML értelmeaol.

@ - search(Math.sin, 4.0, 2.0) (* Helyes az eredménye *);
> val it = 3.14111328125 : real

@ - search(Math.sin, 2.0, 4.0) (* Hibas az eredménye *);
> val it = 2.00048828125 : real

@ A halfintervalMethod fluggvény elvégzi az elldirzést, és jelzi, haegPoint vagy
posPoint kezdeti értéke nem jo.

(* halfintervalMethod (f, a, b) = root of f x in the
a <= x <= b interval

*)
@ Figyeljik meg aZigyek szétvalasztasdy alkalmazasatsearch a gyokkeresesi strategiat
valésitja meghalfintervalMethod pedig az ebfeltételek meglétét ell@mzi.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

@ fun halfIntervalMethod(f, a, b) =
let val avalue = f a
val bValue = f b
in
if negative aValue andalso positive bValue

then search(f, a, b)
else if negative bValue andalso positive aValue

then search(f, b, a)
else print ("Values " » makestring a ~ " and "
makestring b ~ " are not of opposite sign.\n")

end

@ A makestring fliggvény (tipusaunt xt -> string ) tetsdleges numerikugrit ,real
word , word8 ), char ésstring tipusu értékestring  tipusva alakit.

@ A flggvenynek ez a valtozata hibas, merifathen-else feltételes kifejezés 0sszes agane
ugyanolyan tipuséredménykell adnia, marpedigrint eredménye nenmt tipusu.

@ Megoldas afe; f) alaku un.szekvencidlis kifejezémsznalata: az értelm@kiértékelie-t és
f -et a felirt sorrendben, eredményul petligrtékét adja.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

fun halfintervalMethod(f, a, b) =

let val (aValue, bVvalue) = (f a, f b)

in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, b)
else if negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)
else (print ("Values "  makestring a ~ " and "

makestring b * " are not of opposite sign.\n");
0.0)
end;

- halfintervalMethod(Math.sin, 2.0, 4.0);

> val it = 3.14111328125 : real

- halfIntervalMethod(fn x => x*x*x-2.0*x-3.0, 1.0, 2.0);
> val it = 1.89306640625 : real

- halfintervalMethod(Math.sin, 2.0, 2.5);

Values 2.0 and 2.5 are not of opposite signs

> val it = 0.0 : real

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa

@ Az f(x) = x egyenletet kielégitx az f figgvényfixpontja.

@ Eqgy f fuggvény valamely fixpontjat megfefekezdértektdl kiindulva f rekurziv alkalmazasave
hatarozhatjuk meg:

f, f(fx), f(f (fz)), FOFCF(f2))), -

A rekurzid akkor fejezhét be, amikor mar elhanyagolhaté mértékl a valtozas.

@ A fixedPoint  fliggvény paramétere egy par; ennelodbgja egy fliggvény, amelynek a
fixpontjat keresstik, a masodik tagja pedig a fixpont egy kixzelitése.

(* fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of f in the proximit y
of firstGuess with tolerance tolerance

%)
@ Szukségunk van meg a kozelités megkivant pontossagara:

val tolerance = 0.00001:

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

fun fixedPoint (f, firstGuess) =

let
fun closeEnough (v1, v2) = abs(vl-v2) < tolerance
fun try guess =
let
val next = f guess
in
if closeEnough(guess, next)
then next
else try next
end
in
try firstGuess
end;
load "Math";

fixedPoint(Math.cos, 1.0);
fixedPoint(fn y => Math.sin y + Math.cos y, 1.0);

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-21

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

@ A fixpontszamitas hasonlit a négyzetgydkvonas korabbameszglt folyamatara: mindkett
azon alapul, hogy addig finomitjuk a kozelitést, amig valgeni feltétel nem teljesdul.

@ A négyzetgydkvonas kdnnyedén megfogalmazhato fixpontisagként: har négyzetgyokey,
akkory x y = z, azazy = x/y. Az fy = x/y flUggvény fixpontja tehat az negyzetgyoke.
fun sgrt x = fixedPoint (fn y => xly, 1.0);

@ A megoldasunk rossz, ugyanis nem konvergal! Konnyen batidth

Legyenz négyzetgyokének edskozelitéses1, a masodik/2 = = /y1, a harmadik
y3 =z/y2 =x/(x/yl) = yl. Lathatd, hogy a folyamat sohasem ér véget.

@ Az oszcillaciot pl. ugy gatolhatjuk meg, hogprlatozzukkét kdzelit erték kozott a valtozas
merteket.

@ Mivel a helyes valasz mindig agkozelio értek esc/y kozott vany-hozx /y-nal kbzelebb esq;
kdzelid értekkénty ésx /y atlagat valaszthatjuky — (y + x/y)/2.
fun sgrt x = fixedPoint (fn y => (y+x/y)/2.0, 1.0);

@ Ezt a gyakran hasznalhatdo médszdtagcesillapitasnaKangolulaverage dampingyevezik.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-22

Flggvény mint visszatérési ertek

@ A fluggvényekdl mint absztrakcids eszkdzakrszolva eddig olyan magasabbrendi fliggvénye
hasznaltunk, amelyeknek mas fliggvények voltak a parageiéter

@ Most olyan magasabbrendi fliiggvényeket mutatunk be, akélggvény{pontosabban
fluggvényértekeddnak eredmenydl.

@ A korabban bemutato#tlagcsillapitassokszor hasznalhaté modszer, ezért érdemes 6nallo
fliggvényként megirni: ha adott gztiggvény, eb kell allitaniz és fx atlagat.

(* averageDamp f = f valamely x értékre alkalmazva
el Gallitla x és f x atlagat *)
fun averageDamp f = fn x => (x + f x) / 2.0;

@ Jol lathato, hogwverageDamp , ha csak egyetlen paraméterre alkalmazzuk, fliggvénysdragk
eredménytlaverageDamp részlegesen alkalmazhaté fliggveny.

@ PéldaaverageDamp alkalmazéasara:
(averageDamp (fn x => x*x)) 10.0; (* 10.0 és 100.0 atlaga *)
@ A kiértékelés sorrendje miatt a kdlgarojelpar el is hagyhato:

averageDamp (fn x => x*x) 10.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-22

Flggveny mint visszateresi értek (folyt.)

@ averageDamp definicigja felirhato $zintaktikai édesitdszerrel).
fun averageDamp f x = (x + f x) / 2.0;

@ sqgrt averageDamp  -pel felirt valtozata explicitté teszifaxpontmeghatarozass az
atlagcsillapitasmodszerét, tovabbéa az= x/y egyenlet hasznalatét.

fun sgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/y), 1.0);
sqgrt 4.0;

@ Tanulsag: egy folyamatot sokféle eljarassal leirhatuslalényegetsokkal konnyebb megérteni,
hamegfelelben megvalasztott absztrakcidketetiink be.

@ Még egy példa a bemutatottak alkalmazasara: kibgyoke az) — z/y*> — SML-jeldléssel az
fny => x/(y*y) — figgvény fixpontja. A megoldas mar kész is van!

fun cubeRoot x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/yly), 1.0 );
cubeRoot 8.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-22

Flggvény mint visszatérési erték (folyt.): az altalanowida-modszer

@ Legyenx — g(z) egy differencialhaté fuggvény §3z) = = — g(z)/¢'(z), aholg'(z) a g figgveny
x szerinti derivaltja. Ekkor g(z) = 0 egyenletr megoldasa az — f(x) fUggvény egy fixpontja.
@ Az altalanos Newton-mddszarfixpontmodszer egy alkalmazasafatiiggvény egy fixpontjanak

megtalalasara. Szamgdguggvényre és megfel@en megvalasztoit értékre az altalanos
Newton-mddszer gyorsan konvergal.

@ El6szor is azt a@leriv  flggvényt kell definidlnunk, amelynek (awerageDamp fliggvényhez
hasonldan) fliggvény a paramétere, és fliggvényt ad eredényii

@ Hag flggvény ésix egy kis szam, akkor afliggvényq’ derivaltja az a fliggvény, amelynek
értéke barmely szamra a kovetkée ¢'(x) = (g(x + dx) — g(x))/dx.

(* deriv g = g derivaltja

%)

val dx = 0.00001;

fun deriv g = fn x => (g(x+dx) - g x) / dx;

@ Példaul azr — 2° figgvény derivaltjar = 5-re (pontos értéke 75):

let fun cube x = x*x*x in deriv cube 5.0 end:;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-22

Flggvény mint visszatérési ertek (folyt.): a Newton-ma@ds$xpont-folyamatként

@ deriv felhasznalasaval az altalanos Newton-maddszer defin@afixgiont-folyamatkent

fun newtonTransform g x = x - (g x / deriv g X)
and newtonsMethod g guess = fixedPoint(newtonTransform g, guess)

@ PéldanewtonsMethod hasznalatara:;

fun sgrt x = newtonsMethod (fn y => y*y-x) 1.0;
sqrt 16.0;

@ Két altalanos modszer egy-egy alkalmazasat lattuk egy s&gyzetgyokének kiszamitasara: a
egyik a fixpont-, a masik a Newton-maodszer.

@ Mivel az utdbbi is a fixpontmodszeren alapul, valojaban adintmodszer kétféle alkalmazasat
lattuk.

@ Mindkét esetben egy fuggvényhindulunk ki, és kiszamitjuk valamely transzformaltjaregy
fixpontjat.

@ Ezt az altalanos modszert is definialhatjuk eljaraskemg¥ényként), ezt mutatjuk be a
kovetked dian.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 figgvényekkel (eljarasokkal)  FP-10-11-22

Flggvény mint visszatérési ertek (folyt.): a fixpontmodskadféle alkalmazasa

@ (* fixedPointOfTransform (g, transform, guess) =
a fixed point of (transform g) with the initial guess guess
%)
fun fixedPointOfTransform (g, transform, guess) =
fixedPoint(transform g, guess)

@ Ez voltsgrt fixpontkeresésen alapul6 élsaltozata:
fun sgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/y), 1.0)
@ Atirva az altalanos médszert megvalésito fliggvénnyel:

fun sgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => xly,
averageDamp, 1.0)

@ Ez voltsgrt Newton altalanos modszerét hasznaléo masodik valtozata:
fun sgrt x = newtonsMethod (fn y => y*y-x) 1.0;
@ Atirva az altalanos médszert megvalésito fliggvénnyel:

fun sgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => y*y-x,
newtonTransform, 1.0)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



LUSTA KIFEJEZESEK AZ ALICE-BEN




Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-22f

Lusta kifejezés és fliggveny

@ Egy kifejezés lusta kiértékelése irhatd aellazy kulcsszoval:

val zs = lazy [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val zs : int list = _lazy

@ Az ilyen kifejezést lusta kifejezésnek nevezzik. Kiértékére csak akkor kerul sor, baiikség
van ra, azaz ha egy mohé miveletben argumentumként hpgeznal

@ Mindig moho kiértékelésliek a kovetkekifejezések:
@ mintaillesztésben a vizsgalt érték,
@ fliggvényalkalmazasban a fliggvényérték,
@ kivetel jelzésében a kivételt alkoto érték,
@ primitiv maveletben (plop+, op=) az operandus, amelyre a miveletnek sziiksége van.

@ A kovetked példaban a mohidd -t fliggvényt alkalmazzuk a lustzs -re:

hd zs;
val it : int = 1

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-22

Lusta kifejezés és fuggveny (folyt.)

@ EIsO kiértékelése utan a lusta kifejezés (esetleg csak egkifgiszésének) lusta volta megsziini
@ Az egyszer kiszamitott lusta (rész)kifejezes értéke altonakban azltarolt erték lesz:

zs;

val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]
@ A hd és atl lusta valtozata (a nev véegérza fuggveny lusta — iy — voltara emlékeztet):

fun lazy headz (x:: ) =
| headz [] = raise Empty;

val headz : 'a list -> 'a = _fn

fun lazy tailz (_::xs) =
| tailz [] = raise Empty;
val tailz : 'a list -> ’a list = fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-22

Lusta kifejezés és fuggveny (folyt.)

@ Peldak:
headz zs;
val it : int = _lazy

O + headz zs;
val it : int = 1

Zs;
val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

tailz zs;

val it : int list = _lazy
[] @ tailz zs;

val it : int list = _lazy
tailz zs @ [];

val it : int list = [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

@ A[] @ tailz zs  kifejezésben az eredménydllitasahoz @operatornakiincs szilksége
jobb oldali operandusanak kiszamitasara, ezért az ergdisfrsta kiertékelési lesz.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-22

Lusta lista

@ A lusta lista olyamem korlatos méretlista, amelynek @nyos tulajdonsagai mellett hatranyai,
veszeélyei is vannak, pl.

@ egy lusta listebarmely részéinegjelenithetjiik, dsohasem az egészet;

@ két lusta lista elemeill paronként képezhetiink egy harmadikatpden szamithatjuk ldagy
lusta listaelemeinek dsszegéem kereshetjik meg benadegkisebbetpnem fordithatjuk meg
azelemek sorrendj&ttb.;

@ egy program befejeérlése helyett csak azt igazolhatjuk, hogy az eredneisydleges véges
része véges ido ala¢idall.

@ Most afrom fuggveny lusta valtozatat definialjukiomz k olyan lusta listat hoz létre,
amelynek az elemdiomz k -t6l kezdve egyesével ndveinszamtani sorozatot alkotnak:

fun lazy fromz k = k :: fromz(k+1);
val fromz : int -> int list = fn

val xs = fromz 3;
val xs : int list = _lazy

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23!

Lusta lista (folyt.)

@ Ha példaulxs fejét kiszamittatjuk, akkoxs -nek mar csak a farka marad lusta kiértékelés:

XS;
val xs : int list = _lazy

hd xs;
val it : int = 3

XS;
val it : int list = 3 1 _lazy

@ Tovabbi példakheadz éstailz  hasznalatara:

headz(fromz 3);
val it : int = _lazy

headz(fromz 3) + O;
val it : int = 3

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23

Lusta lista (folyt.)

@ Tovabbi példakheadz éstailz  hasznalatara (folyt.):

tailz(fromz 3);
val it : int list = _lazy

headz(tailz(fromz 3)) + O;
val it : int = 4

@ De vigyazzunk! Veremtulcsordulashoz vezet a koveikdafejezés kiértékelése:

tailz(fromz 3) @ [I;

@ A List.take esList.drop  flggvenyt lusta listara is alkalmazhatjuk a lusta lista egy
részének kiértékelésére.

List.take(fromz 1, 5);
val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5]

List.drop(fromz 1, 5);
val it : int list = _lazy

hd(List.drop(fromz 1, 5));
val it : int = 6

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23;

Egyszeri flUggvenyek lusta listakra

@ A kiszamithatésag érdekében egy fiiggvény eredményérsghltagies véges része az argument
véges részét fligghet csak.

@ Amikor az eredmeényre sziikség van, akkor ez az igeny valga kirgumentum feldolgozasat.

@ A kovetked lusta figgvény egy lusta lista egész elemeinek a négyzaiétitja ki.

fun lazy squarez [] = []
| squarez (x::Xxs) = X*X :. squarez Xxs;
val squarez : int list -> int list = fn

squarez(fromz 1);
val it : int list = _lazy

List.take(squarez(fromz 1), 10);
val it : int list = [1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23:

Egyszerl figgvenyek lusta listakra (folyt.)

@ Két lusta lista hasonldan adhatd 0ssze:

fun lazy addz (x::xs, y::iys) = x+y :. addz(xs, ys)
| addz _ = [];
val addz : int list * int list -> int list = _fn

addz(fromz 1000, squarez(fromz 1));
val it : int list = _lazy

List.take(addz(fromz 1000, squarez(fromz 1)), 7);
val it : int list = [1001, 1005, 1011, 1019, 1029, 1041, 1055]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23

Egyszerl figgvenyek lusta listakra (folyt.)

@ Az appendz fuiggvény addig nem nydls -hez, amigks ki nem urul — vagyis csak akkor nyul
hozza, has korlatos.

fun lazy appendz (x::xs, ys) = x :: appendz (xs, ys)
| appendz (], ys) = vs;
val appendz : 'a list * 'a list -> ’a list = _fn

appendz([1,2,3],[4,5,6]);
val it : int list = lazy

appendz([1,2,3],[4,5,6])) @ [I;
val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6]

List.take(appendz([1,2,3], fromz 10), 7);
val it : int list = [1, 2, 3, 10, 11, 12, 13]

List.take(appendz(fromz 10, [4,5,6]), 7);
val it : int list = [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23!

Magasabbrendi fliggvények lusta listakra

@ A maplusta valtozata:

fun lazy mapz f [] = []
| mapz f (x::xs) = f x : mapz f xs;
val mapz : ("a -> 'b) -> 'a list -> 'b list = fn
@ A filter lusta valtozata:

fun lazy filterz p [] = []
| filterz p (x::xs) = if p X
then x :: filterz p xs

else filterz p xs;
val filterz : ("'a -> bool) -> 'a list -> ’a list = fn

@ Az el6z0 szakaszban definidguarez -t egyszerl felirnmapz-vel:

val squarez = mapz (fn x => Xx*X);
val squarez : int list -> int list = fn

@ Aziteratez  afromz egy altalanositasa:

fun lazy iteratez f x = x :: iteratez f (f X);
val iteratez : ('a -> 'a) -> 'a -> 'a list = fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév

(Funkcionalis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23!

Magasabbrendi fliggvények lusta listakra (folyt.)

@ Olyan szamsorozatot allitunkélamelyben 50-nél nagyobb, 7-esre \@dfzegészek vannak:

val sevens = filterz (fn n => n mod 10 = 7) (fromz 50);
val sevens : int list = _lazy

List.take(sevens, 8);
val it : int list = [57, 67, 77, 87, 97, 107, 117, 127]

@ Egy példateratez  alkalmazasara:

val zs = iteratez (fn x => x / 2.0) 1.0;
val zs : real list = lazy

List.take(zs, 5);
val it : real list = [1.0, 0.5, 0.25, 0.125, 0.0625]

@ fromz -taziteratez  -vel igy definialhatjuk:

val fromz = iteratez (fn k => k+1);
val fromz : int -> int list = _fn

List.take(fromz 3, 6);
val it : int list = [3, 4, 5, 6, 7, §]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23

Alvéletlenszamok

@ Hagyomanyos alvéletlenszam-generatorok: olyan eljir@suelyek egyrissithetd valtozoban
taroljak aseed(mag) értéket — eliid allitjak elo egy kdvetkea hivasnal a kovetkér
alvéletlenszamot.

@ |usta listaként megvaldsitva a kovetkeavéletlenszam csaziikség esetéll elo.

local val a = 16807.0 and m = 2147483647.0
(* nextrandom seed = a kovetkez 0 Aalvéletlenszam
nextrandom : real -> real

*
)
fun nextrandom seed =
let
val t = a * seed
in
t - real(floor(t/m))*m
end
in
fun randomz s = mapz (fn x => x/m) (iteratez nextrandom s)
end;
val randomz : real -> real list = fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23:

Alvéletlenszamok (folyt.)

@ Ha anextrandom -ot 1.0 és 21474836467.0 kozddeed -re alkalmazzuk, ugyanebbe a
tartomanyba @smas értéket allit 6laza * seed mod m mivelettel. (A valés szamokat a
tulcsordulas elkeriléséere hasznaljuk.)

@ A lusta lista eballitasara ateratez -t anextrandom -ra és aseed valdés szamma alakitott
kezdbértekére alkalmazzuk. mapz gondoskodik arrdl, hogy a lusta listdban minden értéket
elosszunkmmel, és igy aandomz 1.0-nél kisebb nemnegativ ertékeket adjon eredmeénydl.
Lathato, hogy a lusta lista a megvaldsitas részleteit seélpejti a felhasznalo él.

@ Az elbdllitott alvéletlen-szamok tehat 1.0-nél kisebb nemtiegaldés szamokmapz-val
alakithatjuk abket 0 es 9 kozotti egeszekké:

val rs = mapz (floor o (fn x => 10.0 * x)) (randomz 1.0);
val rs : Intint list = _lazy

List.take(rs, 9);
val it : Intint list = [0, O, 1, 7, 4, 5, 2, 0, 6]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-23

Primszamok @allitasaeratosztenészi szitaval

1. Vegyik az egészek 2-vel keadb sorozatat2, 3,4,5,6,7, . ..
2. Toroljuk az 6sszes 2-vel oszthaté szampt, 7,9, 11, . ..
3. Toroljuk az 6sszes 3-mal oszthaté szanmyot, 11, 13,17, 19, ...

4. Toroljuk az 6sszes ...

@ A sorozat el eleme mindig a kdvetkézprim. A sorozatban azok a szamok maradnak benne
amelyek az eddig éhllitott primekkel nem oszthatok.

fun siftz p = filterz (fn n => n mod p <> 0);
val siftz : int -> int list -> int list = fn
@ Assiftz  ap argumentum tobbszoroseit torli egy lusta listabdl.

@ A sievez -nek mar csak ismételten alkalmaznia laftz -t a megfeleb lusta listara.

fun lazy sievez [ = []
| sievez (p::ps) = p :: sievez(siftz p ps);
val sievez : int list -=> int list = _fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24(

Primszamok élallitasaeratosztenészi szitavgblyt.)

@ Mivel most a lusta lista sohasem lehet ires, nem kelleneexlista listara illeszk@édvaltozatot
irnunk, de nélkile az Alice arra figyelmeztetne, hogy nentlieklle minden esetet.

fun lazy sievez (p::ps) = p :: sievez(siftz p ps);
1.9-1.49: warning: match is not exhaustive, because e.g.

nil
IS not covered
val sievez : int list -=> int list = _fn
@ Peélda:

val primes = sievez(fromz 2);
val primes : int list = _lazy

List.take(primes, 11);
val it : int list = [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24

Négyzetgyokvonas Newton-Raphson modszerrel

@ nextapprox x;-bol a gyok egyk;. kbzelitését szamitja ki ag.,.; = ﬁ—:{k képlettel:

fun nextapprox a x = (a/x+x)/2.0;
val nextapprox : real -> real -> real = _fn

@ A befejeddés megallapitasara egyszerl tesztet irunk:
exception Impossible;

fun within (eps : real) (x::(yys as y:ys)) =
if abs(x-y) <= eps

then y
else within eps yys
| within = raise Impossible;
val within : real -> real list -> real = _fn

@ A masodik kl6z azért kell, hogy ne kapjunk figyelmeztetésifadetlen esetek miatt: mivel a
within  faggvényt lusta listara fogjuk alkalmazni, ezt a klozt arcAlsohasem értékeli ki.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24;

Négyzetgyokvonas Newton-Raphson modszerrel (folyt.)

@ Ezzel agroot fliggvény eld valtozata:

fun groot a = within 1e~6 (iteratez (nextapprox a) 1.0);
val groot : real -> real = fn

groot 5.0;
val it . real = 2.23607
@ A programban dedllasvizsgalatovilagosan elvalasztjul kdzelitések eldallitasatol.

@ A ledllasvizsgalatwithin ) olyan fiiggvény, amely egy valos szambdl es egy valds szatmok
tartalmazo listabol egy valos szamot allid el

@ Itt az abszolat kilbénbségetf — y |< ¢) teszteljuk, de vizsgalhatnank pl. a relativ kildnbsége

X x—y| A
(| s -1 |< €) vagy azE_Zmy+1 < ¢ feltételt.

@ A feladat tobbi része fliggetlen attol, hogy milyen leallasgalatot alkalmazunk, és altalaban is
igy célszerl megirni a programjainkat.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24:

Négyzetgyokvonas Newton-Raphson modszerrel (folyt.)

@ A kozelitések dlallitasat célszerll még vilagosabban elhatarolni a progdbbi részé&t.
approxz a kozelitések lusta listajat allitjacel

fun approxz a =

let
fun nextapprox x = (a/x+x)/2.0
in
iteratez nextapprox 1.0
end;
val approxz : real -> real list = _fn

@ Ezzel agroot fliggvény egy tisztabb valtozata:

val groot = within 1le~6 o0 approxz;
val groot : real -> real = fn

groot 5.0;
val it : real = 2.23607

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24

Keresztszorzatokbodl allo lista

@ Legyenxs esys egy-egy lusta lista. Képezzlnk Uj lusta listat(az y;) parokbol, ahok; € xs és
yj € ys!

@ A nem korlatos méretii listak kezelése kuldnleges probkanéet fel, ezért oldjuk meg @éz6r a
feladatot korlatos meéreti listakkahap éspair alkalmazasaval.

@ xs ésys egy-egy lista. Kepezzlnk listat az;(y,) parokbdl, ahok; € xs ésy; € ys!

@ map-et,pair -tésList.concat -otalkalmazva juthatunk el a keresett fliggvenyhez.

fun pair x y = (X, Y);
val pair : 'a -=> b ->'a * ’b = _fn

@ A pair -tamap-pel azys lista elemeire alkalmazva olyan parokbal all6 listat kapuamelyben
a parok elé tagja a rogzitett érték, a masodik tagja pedig g2 egy-egy eleme.

map (pair X) ys

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24!

Keresztszorzatokbdl allo lista (folyt.)

@ Hogyan érhetjik el, hogy az végigfusson azxs lista dsszes elemén? Az eddig szakaek
kossik le egy fliggvény argumentumakent:

fn x => map (pair x) ys
majd alkalmazzuk Ujbdl enap-et erre a fliggvényre és -re:
map (fn x => map (pair x) ys) xs

@ Listak listajat kapjuk eredményul, mert a bkelmap mar listat adott vissza, amelynek minden
eleméldl Gjabb listat képeztiink a kidsmap-pel.

fun pairss xs ys = map (fn x => map (pair x) ys) Xs;
val pairss : 'a list -> b list -> (a * 'b) list list = fn
@ List.concat elvégzi a sziikséges simitast:

fun pairs xs ys = List.concat(pairss xs ys);
val pairs : 'a list -> 'b list -> ("a * 'b) list = _fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24

Keresztszorzatokbdl allo lusta lista

@ A pairss -hez hasonldan allithatjuk@parok lusta listajanak lusta listajat:

fun pairssz XS ys = 82 (fn x => mapz (pair x) ysz XS
val pairssz : 'a list -> list -> ("a * 'b) list list = 1In

@ Az eredmény véges része kiirathtaeRect -tel, amely a bal fel§ saroktdl szamitott efem
sorbol ésn oszlopbal allaéglalapotjeleniti meg azxss lusta listabol:

fun takeRect (xss, (m, n)) =
map (fn y => List. take(y, n)) (List.take(xss, m));
val takeRect : 'a list list * (int * int) -> ’a list list = fn
@ Példa: olyan lusta lista, amelyben a parokbdbgja az egymas utan kovetkeggészek 30-tol
kezdve, masodik tagja pedig a primszamokkezdve:

val pss = pairssz (fromz 30) (sievez(fromz 2));
val pss : (int * int) list list = lazy

takeRect(pss (3, 5
val it : (int * Int) Ilst list =

[[(30, 2), (30, 3), (30, 5), (30, 7), (30, 11)],
[(31, 2), (31, 3), (31, 5), (31, 7), (31, 11)],
[(32, 2), (32, 3), (32, 5), (32, 7), (32, 11)]]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24

Keresztszorzatokbdl allo lusta lista (folyt.)

@ Mostantol apss mar részben ki van értékelve:

PSS,
val it : (int * int) list list =
((30, 2) :: (30, 3) :: (80, 5 = (30, 7) = (30, 11) == _lazy)
(31, 2) :: (31, 3) == (31, 5 = (31, 7) = (31, 11) == _lazy)
(32, 2) :: (32, 3) :: (32, 5) = (32, 7) = (32, 11) . _lazy)
_lazy
@ Ha ki akarunk simitani egy lusta listatL#st.concat fliggvéennyel nem megytnk semmire,

ugyanisappendz (Xs, ys) = Xs . Ellenben két lusta lista elemei példdqndronként
egymasba ékelhetGkinterleavez arekurziv hivasbanaltogatja a két lusta listat:

fun lazy interleavez ([], ys) = ys
| interleavez (x::xs, ys) = X : interleavez(ys, xs);
val interleavez : 'a list * 'a list -> 'a list = _fn

@ Példainterleavez alkalmazasara;

List.take(interleavez(fromz 0, fromz 50), 10);
val it : int list = [0, 50, 1, 51, 2, 52, 3, 53, 4, 54]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP-10-11-24:

Keresztszorzatokbdl allo lusta lista (folyt.)

@ enumeratez lusta listak lusta listajabol egyetlen lusta listat allii.eJel6ljuk a kétszeres
melysegu lusta lista fejéds -sel és a farkatss -sel; alkalmazzulenumeratez -t rekurzivan
XSS -re, majd az eredményt ékeljixs -be:

fun lazy enumeratez [] = []
| enumeratez (xs::xss) = interleavez(xs, enumeratez Xss);

val enumeratez : 'a list list -> 'a list = fn

@ Allitsuk eld példaul a pozitiv egészetiballé parok egy lusta listajat!

val pozintss = pairssz (fromz 1) (fromz 1);
val pozintss : (int * int) list list = _lazy

List.take(enumeratez pozintss, 15);

val it : (int * int) list =
(a, 1), 2, 1), 1, 2), @ 1), 1, 3), 2 2), 1, 4, (4 1),
1, 5), (2, 3), (1, 6), 3, 2), 4, 7), 2, 4, (1, 8)]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



LISTAK RENDEZESE




Listdk rendezése  FP-10-11-25C

Listak rendezeése (folyt.)

@ inssort  (beszurd rendezés),

@ selSort  (kivalaszto rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort (felulrdl lefelé haladd 6sszefésiitendezées),
@ bmsort (alulrél folfelé halado dsszeféesid rendezés),

@ smsort (simarendezes).

Az alulrdl folfelé halado rendezés O Keefe-féle algorgatlés a simarendezés algoritmusat csak e
jeles osztalyzat eléréséhez kell ismerni.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-10-11-251

Alulroél folfelé halado O0sszeféstirendezés

@ Az alulrél folfelé halad6 dsszefésillendezégbottom-up merge sortggegyszeriibb valtozata a
eredetik hosszusagu listdt darab egyelemd listara bontja, majd a szomszédos listakat
dsszefuttatja, igy 2, 4, 8, 16 stb. elem( listakat albt el

@ R. O'Keefe algoritmusa (1982) leépéklepésre futtatja 6ssze az egyforma hosszu részlistdéat
csak az utolso Iépésben rendezi az 6sszeset. Az aldbbbpélda dsszefuttatott részlistakat
egymas mellé irassaloljik:

ABCDEFGHIJK
AB CDEFGHIJK
AB CD EFGHIJK
ABCD EFGHIJK
ABCD EF G HIJK
ABCD EF GH 1J K
ABCD EFGH ' J K
ABCDEFGH ' J K
ABCDEFGH J K

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-10-11-252

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésiirendezés (folyt.)

@ bmsort asorting segédfliiggvenyt hasznalja, amelynek

@ elsh argumentuma a rendezénlibta,
@ masodik argumentuma a mar rendezett részlistak akkunnalato
@ harmadik argumentuma az adott Iépésben 6sszefuttataghserszama.

(* bmsort xs = az xs elemeinek a <= relacié szerint
rendezett listaja
bmsort : int list -> int list
%)

fun bmsort xs = sorting(xs, [], 0)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-10-11-253

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésiirendezés (folyt.)

@ Ha a rendezerilista ks ) még nem fogyott el, soron kovetik@elemébl sorting  egyelemi
listat [x] ) képez, és ezt a mar rendezett részlistak listam | elé flzve meghivja a
mergepairs segedfiiggvényimergepairs az argumentumként atadott lista két azonos
hosszusagu bal oldali részlistajat fzi egybe, feltéwszee hogy vannak ilyenek. az éppen
atadott elem sorszama. Ha a rendezdista kitrilt,sorting  a kétszint( lista egyetlen elemé
a rendezett listat adja eredményuil.

(* sorting(xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit
berakja a rendezett részlistak 6sszesen
mar k elemet tartalmazo Iss listajaba
sorting : int list * int list list * int -> int list
PRE: k >= 0
%)
fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::lss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-10-11-254

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésiirendezés (folyt.)

@ mergepairs egyetlen listdban gydjti a mar 6sszefuttatott részletakz éppen atadott elekn
sorszamabdl donti el, hogy mit kell csinalnia a kovetkezszlistaval.

(* mergepairs(liss, n)= az n elemet tartalmaz6é, mar
rendezett llss lista els 0 két részlistajat,
ha egyforma a hosszuk, 6sszefuttatja

mergepairs : int list list -> int list list
PRE: n >= 0
%)
fun mergepairs (llss as Isl:ls2:lIss, n) =
(* legaldbb kételemi a lista *)
if nmod 2 =1
then llss
else mergepairs(merge(lsl, Is2)::Iss, n div 2)
| mergepairs (Iss, ) = Iss (* egyelemi a lista *)

@ Han paratlanmergepairs a listat valtoztatas nélkil adja vissza, ha paros, akkdisaz lista
elejen allo két, egyforma hosszu listat egyetlen renddiz&dia futtatja 6sszen=0-ra
mergepairs az 6sszes listak listajat olyan listava futtatja 6ssze Jyame& egyetlen eleme mag
is lista.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-10-11-255

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésiirendezés (folyt.)

@ A legrosszabb esetbénn - log n) |épésre van szikség.

@ A fuggvények mikddését egy példan is bemutatjuk. A kérdas legyen

bmsort [1,2,3,4,5,6,7,8,9]
---> sorting ([1,2,3,4,5,6,7,8,9], [], 0)

@ Amigsorting el argumentuma a nem Ures:xs)  lista,sorting  sajat magat hivja meg
A rekurziv hivas

@ elsh argumentuma a lépésenként egyre rovackd lista,

@ masodik argumentumaraergepairs([x]::lss, k+1) fliggvenyalkalmazas
eredménye, ahol kezdetblms = []

@ harmadik argumentum&<€1) a mar feldolgozott listaelemek szama.

fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::Iss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-10-11-256

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésiirendezés (folyt.)

@ A kovetked tablazatos elrendezés

@ mergepairs mindkét argumentumat,
@ arekurzivsorting hivas ittj -vel jel6lt 3. argumentumak+1 -et, és
@ binaris szamkérk -t mutatja |épégil [épésre.
@ A sorting fliggvény hivjamergepairs -tazokban a sorokban, amelyekben &j ertéket vesz
fol, a tobbi helyermergepairs  hivasa rekurziv.

@ Ne feledjuk, hogymergepairs -nek listak listaja az etsargumentumal
@ A tablazat utolsé oszlopa a vonatkozé magyarazatra hizatko

@ \egylk észre, hogy kapcsolat vanles  els) eleme utani listaelemek hossza édslatjei
kozott! Hak valamelyik bitje 1, akkor (balrdl jobbra haladva)lées  megfeleb listaclemének &
hossza az adott bit helyiértékével egyer 0 értékl biteknek megfel@listaelemek
,hianyoznak”llss -bol.

fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::lss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listdk rendezése  FP-10-11-257

Alulrdl folfelé haladd 6sszefésiirendezés (folyt.)

lIss nj

[[1]] 1

[[2],[1]] 2 2

[[1.,2]] 1 m3
[[31,[1,2]] 3 3

[[41,[3],[1,2]] 44 11 m2
[[3.4],[1,2]] 2 m2
[[1,2,3,4]] 1 m3
[[5],[1,2,3,4]] 55 100 m3
[[6],[5].[1,2,3,4]] 6 6 101 m2
[[516]’[11213’4]] 3 m3
[[7].[5,6],[1,2,3,4]] 77 110 m3
[[8].[7].[5,6],[1,2,3,4]] 8 8 111 m2
[[718]1[516]’[1’213’4]] 4 m2
[[5161718]1[112’314]] 2 m2
[[1,2,3,4,5,6,7,8]] 1 m3
[191,[1,2,3,4,5,6,7,8]] 9 9 1000 m3
[9].[1,2,3,45,6,78] 00 m4
[[1,2,3,4,5,6,7,8,9]]

fun sorting (x::xs, Iss, k) =

sorting(
XS,
mergepairs([x]::lss, k+1),
k+1
)

| sorting ([], Iss, k) =
hd(mergepairs(lss, 0))

m1l: Az argumentumként atadott listanak egyetlen eleme vandrizag
lista), ezért az argumentumot mergepairs masodik kl6za
valtoztatas nélkil visszaadja ézhivésorting  -nak.

m2: n paros, ez azt jelzi, hogy az argumentumként atadott lista el
két eleme egyforma hosszu lista, amelyeketge egyetlen
rendezett listava futtat 6ssze, majd az eredménnyel
mergepairs el kl6za meghivja sajat magat.

m3: n paratlan, ez aztjelzi, hogy az argumentumként atadcdt diksd
két eleme nem egyforma hosszu lista, ezért az argumentumot
mergepairs el klbza valtoztatas nélkil visszaadja@hivo
sorting -nak.

m4: n=0, az 6sszes listak listajat olyan listava kell 6sszefuttatn
amelynek egyetlen lista az eleme.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2005. tavaszi félév

(Funkcionalis programozas)



Listdk rendezése  FP-10-11-25¢

Simarendezeés

@ Az applikativ simarendezeésrfiooth sortplgoritmusa O’Keefe alulrdl folfelé haladd
rendezéséhez hasonld, de nem egyelem listakat, hanarkvwddutamokatallit elo.

@ Ha a futamok szama-t0l fliggetlen, azaz a lista majdnem rendezve van, akkor azititgus
végrehajtasi idejé®(n), és a legrosszabb esetben is legfeljebb ¢3@ak- log n).

(* nextrun (run, xs) = olyan par, amelynek els 0 tagja xs egy
novekv 0 sorrendi futama, masodik tagja
pedig xs maradéka

nextrun : int list * int list -> int list * int list
%)
fun nextrun (run, X:Xs) =
if x < hd run
then (rev run, X::xs)
else nextrun(x::run, Xs)
| nextrun (run, []) = (rev run, [])

@ nextrun eredménye egy par, amelynekdtagja a futam (egy névekvszamsorozat), a masod
tagja pedig a rendezeadista maradéka.

@ A futam csokken sorrendben@vl, kilépéskor a futamot meg kell forditani.
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Listdk rendezése  FP-10-11-25¢

Simarendezeés (folyt.)

@ smsorting a futamokat ismételten @llitja és dsszefuttatja:

(* smsorting(xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit
berakja a rendezett részlistak 6sszesen
mar k elemet tartalmazo Iss listajaba

smsorting : int list * int list list * int -> int list
PRE: k >= 0
%)
fun smsorting (x::xs, Iss, k) =
let val (run, tail) = nextrun([x], Xs)
in smsorting(tail, mergepairs(run::lss, k+1), k+1)
end
| smsorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

@ (* smsort xs = az xs elemeinek <= szerint rendezett listaja
smsort : int list -> int list

")

fun smsort xs = smsorting(xs, [], 0)

@ A simarendezés egy valtozagart néven megtalalhatélastsort  kodnyvtarban.
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