BINARIS FAK




Binaris fak ~ FP13..15-2

Egyszerlt muveletek binaris fakon

Legyen
datatype 'a tree = L | N of 'a * 'a tree * 'a tree

@ nodes egy fa csomodpontjait szamlalja meg.

(* nodes : 'a tree -> int
nodes f = az f fa csomodpontjainak a szama *)
fun nodes (N(_, t1, t2)) = 1 + nodes t2 + nodes tl
| nodes L = 0

@ Akkumulatort hasznal6 valtozatandesa — a kétfelé agazo rekurzié miatt nem nyertink vele
szinte semmit, de legalabb sikerult nehezebben énggenniink. :-)

fun nodesa f =

let (* nodesO(f, nN) = n + a csomopontok szama f-ben

nodesO : ’'a tree * int -> int *)
fun nodesO (N(_, t1, t2), n) =
nodesO(tl, nodesO(t2, n+1))

| nodesO (L, n) = n

in  nodesO(f, 0)

end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-3

Egyszerl miveletek binaris fakon (folyt.)

@ A fa gyodkeréldl a leveléhez vezétuton az élek szamat (az Ut hosszat) az adott levél sziktjéne
nevezzuk. A szintek k6zll a legnagyobbat afélységénekivjuk.

@ depth egy fa mélységét hatarozza meg.

(* depth : ’a tree -> int
depth f = az f fa mélysége *)
fun depth (N(, t1, t2)) = 1 + Int.max(depth t2, depth tl)
| depth L = O

@ depth akkumulatort hasznalo6 valtozatdeptha - a kétfelé agazo rekurzidé miatt most sem
nyeridnk vele szinte semmit.

fun deptha f =
let fun depthO (N(, t1, t2), d) =
Int. max(depthO(t1, d+1), depthO(t2, d+1))
| depthO (L, d) = d
in
depthO(f, 0)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-4

Egyszerl miveletek binaris fakon (folyt.)

@ fulltree n mélységlieljes binaris fat#pit, és a fa csomoépontjditol 2" — 1-ig beszamozza.

(* fulltree : int -> int tree
fulltree n = n meélységi teljes fa *)
fun fulltree n = let fun ftree (, 0) = L
| ftree (k, n) = N(k, ftree(2*k, n-1),
ftree(2*k+1, n-1))
in
ftree(1, n)
end

Egy teljes binaris faban minden csomopontbol pontosanlkedel ki, €s minden levelének
ugyanaz a szintje.

@ reflect  aféat aflig@leges tengelye mentén tikrozi.

(* reflect . 'a tree -> ’'a tree
reflect t = a flgg Oleges tengelye mentén tiukrozott t fa *)
fun reflect L = L
| reflect (N(v,t1,t2)) = N(v, reflect t2, reflect t1)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-5

Lista eballitasa binaris fa elemeaib

@ Mindharom flggvényinaris fabdl listatallit eld. Abban kilonbdznek egymastél, hogy a
csomopontokban tarolt értékeket mikor veszik ki, és milgerrendben jarjak be a részfakat:

@ preorder eldszor az értéket veszi ki, majd bejarja a bal, és azutan ar@stabat;
@ inorder eldszor bejarja a bal részfat, majd kiveszi az értéket, végjalrja a jobb részfat;
@ postorder el6szor bejarja a bal, majd a jobb részfat, és utoljara vesz Ertéket.

@ Az akkumulatort nem hasznal6 valtozatok egyszerliek égBek. Emlékeztétil: a:: és a@is
jobbra kotnek, és a precedenciaszintjuk is egyforma (Zziis)s

(* preorder, inorder, postorder : 'a tree -> ’a list *)
(* preorder f = az f fa elemeinek preorder sorrendi listaja * )
fun preorder L = []
| preorder (N(v,t1,t2)) = v :: preorder t1 @ preorder t2
(* inorder f = az f fa elememek inorder sorrendi listaja *)
fun inorder L = ]
| inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ v :: inorder t2
(* postorder f = az f fa elemeinek postorder sorrendl listaj a *)
fun postorder L = []
| postorder (N(v,t1,t2)) = postorder t1 @ postorder t2 @ [v]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-6

Lista eballitasa binaris fa elemedb(folyt.)

Az akkumulatort hasznalo valtozatok nehezebben é&heies a kétfelé agazo rekurzié miatt nem is
hatékonyabbak.

(* preord : 'a tree * 'a list -> 'a list
preord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
preorder sorrendi listaja *)
fun preord (L, vs) = vs
| preord (N(v,t1,t2), vs) = v:.preord(tl, preord(t2,vs))

(* inord : ’a tree * 'a list -> 'a list
inord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
inorder sorrendi listaja *)
fun inord (N(v,t1,t2), vs) = inord(tl, v:inord(t2,vs))
| inord (L, vs) = vs

(* postord : 'a tree * 'a list -> 'a list
postord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizétt,
postorder sorrendi listdja *)
fun postord (N(v,t1,t2), vs) = postord(tl, postord(t2, v:: VS))
| postord (L, vs) = vs

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-7

Binaris fa eballitasa lista elemed: balPreorder

@ Listatkiegyensulyozotibalancedbinaris favaalakitanak a kévetkézfiiggvények:
balPreorder ,ballnorder  ésbalPostorder ; a kuldnbség ko6zo6ttuk most is a bejarasi
sorrendben van.

@ (* balPreorder: 'a list -> ’'a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib ol allo, preorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
%)
fun balPreorder [| = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in
N(x, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ A hatékonysagot kisebb mértékben rontja, hagpt.take éslList.drop  egymastal
fuggetlentilkétszemennek végig a lista disfelén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-8

take ésdrop egyetlen figgvennyetake’'ndrop

@ rjunk take’'ndrop  néven olyan fiiggvényt, amelynek exy listabol és egk egészBl allo par
az argumentuma, €s egy olyan par az eredménye, amelyrietagja a lista ek db eleme,
masodik tagja pedig a lista tdbbi eleme.

(* take’'ndrop : ’'a list * int -> 'a list * 'a list
take’ndrop(xs, k) = olyan par, amelynek
els 0 tagja xs els 0 k db eleme,
masodik tagja pedig xs maradéka
%)
fun take'ndrop (xs, k) =
let fun td (xs, O, ts) = (rev ts, XS)
| td ([], _, ts) = (rev ts, [])
| td (x::xs, k, ts) = td(xs, k-1, x:ts)
in
td(xs, k, [])
end

@ take’'ndrop felhasznalasa, nevezetesen az eredményil atadott panmasitani kell
balpreorder  felépitésén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-9

Binaris fa eballitasa lista elemed: balPreorder |, Ujra

@ Ez volt:

fun balPreorder [| = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in  N(x, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ Ez lett;

(* balPreorder: 'a list -> ’a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib ol allé, preorder ... *)
fun balPreorder [| = L
| balPreorder (x::xs) =
let val kK = length xs div 2
val (ts, ds) = take’'ndrop(xs, k)
in  N(x, balPreorder ts, balPreorder ds)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-10

Binaris fa eballitasa lista elemedd

@ (* ballnorder: 'a list -> ’a tree
ballnorder xs = az xs lista elemeib ol allé, inorder bejarasu,
kiegyensulyozott fa
%)
fun ballnorder [] = L
| ballnorder (xxs as x:xs) =
let val kK = length xxs div 2
val ys = List.drop(xxs, k)
in
N(hd ys, ballnorder(List.take(xxs, k)),
ballnorder(tl ys))
end

@ (* balPostorder: 'a list -> ’a tree
balPostorder xs = az xs lista elemeib ol allé, postorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
%)
fun balPostorder xs = balPreorder(rev xs)

@ ballnorder take’'ndrop -pal valo definidlasat meghagyjuk gyakorlo feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-11

Elem rekurziv torlése binaris fabol

@ Adott ertéklielemetrekurziv modszerrahegkeresnegyszeri feladat.

@ Uj elemet beszlrrsem nehéz: rekurziv modszerrel keresiink egy levelet, ékenhelyére
berakjuk az Uj érteket. Ha a fa rendezve van, tigyelnink kell Aogy a rendezettség
megmaradjon.

@ Adott ertéklielemetvagy elemeketekurziv modszerrelitoroini valamivel nehezebb: ha a
torlendd érték az éppen vizsgalt részfa gyokerében van, a két rézzres fa részfaitegyesiteni
kell, miutan a torlést a két részfan mar végrehajtottuk.

@\ ﬂ

>

@ Megtehetjik, hogy ébb egyesitjik a két részfat, majd az eredménytil kapoti téabdljik az
adott értékl elemet.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-12

Elem rekurziv torlése binaris fabal (folyt.)

@ Ajoin -nal egyesitjuk a torlés hatasara létr@jdét részfat. a bal részfat lebontja, és kézben az
elemeit egyesevel berakja a jobb reszfaba.

(* join : 'a tree * ’a tree -> ’a tree
join(b, ) = a b és a | fak egyesitésével létrehozott fa *)
fun join (L, tr) = tr
| join (N(v, It, rt), tr) = N(v, join(lt, rt), tr)

@ A remove rendezetlen binaris fabol torli azértékl elenvssze®ld6fordulasat.

(* remove : 'a * 'a tree -> ’'a tree
remove(i, f) = i dsszes el ofordulasat torli f-b ol *)
fun remove (i, L) = L
| remove (i, N(v,lt,rt)) =
if i<>v
then N(v, remove(i,lt), remove(i,rt))
else join(remove(i,lt), remove(i,rt))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-13

Binaris keresfak: blookup , binsert

@ Rendszerint adott kulcsu elemet kereslink egy rendezéittibifaban, enhez ertékeket kell
dsszehasonlitanunk egymassal, ehhez a keresett kulegypakloségi tipusunddell lennie (a
példaban &tring tipust hasznaljuk).

@ A flggvényekkivételtjeleznek, ha a keresett kulcsu elem nincs a Kdédsan:
exception Bsearch of string
@ A blookup fliggvény adott kulcshoz tartozo értéket ad vissza:

(* blookup : (string * 'a) tree * string -> 'a
blookup(f, b) = az f faban a b kulcshoz tartozo érték
%)
fun blookup (L, b) = raise Bsearch("LOOKUP: " ~ D)
| blookup (N((a,x), t1, t2), b) =

if b < a then blookup(tl,b)
else if a < b then blookup(t2, b)
else X;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Binaris fak ~ FP13..15-14

Binaris keresfak: bupdate

@ A binsert  flggvény egy Uj kulcsu elemet rak be egy rendezett bindbia,faa még nincs benne:

(* binsert : (string * 'a) tree * (string * 'a) -> (string * ’'a) t ree
binsert(f, (b,y)) = az () (b,y) kulcs-érték parral b Ovitett f fa *)
fun binsert (L, (b,y)) = N((b,y), L, L)
| binsert (N((a, x), t1, t2), (b)y)) =
if b < a then N((a, x), binsert(tl, (b,y)), t2)
else if a < b then N((a, x), t1, binsert(t2, (b,y)))
else (* a=b *) raise Bsearch("INSERT: " ~ h);

@ A bupdate fliggvény meglé® kulcsu elembe () értéket ir be egy rendezett binaris faban:

(* bupdate : (string * 'a) tree * (string * 'a) -> (string * 'a) t ree
bupdate(f, (b,y)) = az f fa, a b kulcshoz tartoz6 érték helyén
az y értékkel *)
fun bupdate (L, (b,y)) = raise Bsearch("UPDATE: " " b)
| bupdate (N((a,x), t1, t2), (b,y)) =
if b < a then N((a,x), bupdate(tl, (b,y)), t2)
else if a < b then N((a,x), t1, bupdate(t2, (b,y)))
else (* a=b *) N((b,y), t1, t2);

@ A fliggvényekgenerikussdételét meghagyjuk gyakorl6 feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)




Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-16

Legnagyobb kdz06s oszto

@ Kovetked példanka ésb legnagyobb kdzos osztéjat szamolja ki az euklideszi digoussal.

@ Az alapgondolat az, hogy hat b-vel osztvar a maradék, akkat ésb k6z6s 0sztdi azonosakes
r k6z0s osztoival.

@ A matematikai definiciot most is pontosan kdveti az SML-iguy.

ged(a,0) = a fun gcd (a, 0) = a
ged(a, b) = ged(b, a mod b) | gcd (a, b) = gcd(b, a mod b)

@ A folyamatiterativ. A lépések szama logaritmikusai n

Pontosabban —laameé-téetebzerint — ha az euklideszi algoritmus egy szampar legndgkobos
osztojatk lepésben szamitja ki, akkor a szampar kisebbik tagja neet kibebb &-adik
Fibonacci-szamnal. (Ld. SICP, 1.2.5. szakasz.)

Legyenn az algoritmus kisebbik paramétere. Ha a legnagyobb kdzié kszamitasahok
|épésre van sziikség, akker> F (k) ~ ®F /\/5. Azaz ak |épésszam valdban az(P alap)
logaritmusaval aranyos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-17

Primteszt

@ A prime predikatum egy: szam prim voltat teszteli. AndDivisor fliggveény 2-bl kezdve
megkeresi az szam legkisebb osztojat. Azszam prim, ha a legkisebb osztéragzam maga.

@ Az n osztoit 2-6l \/n-ig kell keresni, igy a lépések szarod,/n).

fun prime n =
let
infix divides
fun smallestDivisor n = findDivisor(n, 2)
and findDivisor (n, testDivisor) =
if square testDivisor > n
then n
else if testDivisor divides n
then testDivisor
else findDivisor(n, testDivisor+1)
and square X = X * X
and a divides b = b mod a =0
in
n = smallestDivisor n
end

Gyakorl6 feladat.
prime egyesével Iépkedve keresi megralegkisebb osztéjat. irjon gyorsabb megoldast!

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-18

Primteszt (folyt.)

@ A kovetked SML-predikatum egy szam prim voltéaloszinliségi moédszerneszteli. A Iépések
szamaO(lgn).

@ Az algoritmus a kis Fermat-tételen alapul, amely azt mokijhogy:
han prim és) < a < n, akkora™ modulon szerintkongruens:-val, azaz:" mod n = a.

@ Két szam akkokongruensmodulon szerint, han-nel osztva mindkefinek ugyanaz a
maradeka. Egy szamn-nel valé osztasanak maradekanodulon szerinti maradékanak,
vagy rovidena modulon-nek is nevezik.

@ Han nem prim, akkor az < n szamok nagy hanyadara nem teljesul a fenti relacio.

@ A primteszt algoritmusa ezek utan a kovetkez

@ Adott n-re véletlenszerlien valasszunk egy. n szamot: ha" mod n # a, akkorn nem prim.
Ellenked esetben nagy a valoszinlisége, hogyim.

@ Valasszunk véletlenszerlien egy méasik n szamot: ha" mod n = a, akkor névekedett
annak a valészinlisége, hogyraprim. Ujabb és Gjabb értékeket valasztva egyre
biztosabbak lehettink abban, hogyragrim.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-19

Primteszt (folyt.)

@ Az expmod segeédfiiggveny base szamexp -edik hatvanyanak modulmszerinti maradéekat
adja eredményul.

(* expmod (base, exp, m) = base exp-edik hatvanya modulo m
%)
fun expmod (, 0, ) =1
| expmod (b, e, m) =
if even e
then square(expmod(b, e div 2, m)) mod m
else b * expmod(b, e-1, m) mod m
and even n = nmod 2 =0
and square x = X * x;

@ Nagyon hasonlo felépitégkptFast -hoz. A Iépések szama a kit@logaritmusaval aranyos.

@ Szikségunk van véletlenszamokdalitasara. Részletek az SML alapkdnyvtarabdl:

Random.range (min, max) gen = an integral random number in th e
range [min, max). Raises Fail if min > max.
Random.newgen () = a random number generator, taking the see d

from the system clock.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-20

Primteszt (folyt.)

@ Betoéltjuk aRandomkonyvtarat:
load "Random";

@ fermatTest general egy alvéletlen-szamot, és egyszer elvégzi a Jasga

(* fermatTest n = false if n is not prime *)
fun fermatTest n =

let fun trylt a = expmod(a, n, n) = a
in  trylt(Random.range (1, n) (Random.newgen()) )
end

@ fastPrime times  -szor megismétli a vizsgalatot:

(* fastPrime (n, times) = true if n passes the prime test
times times
*)
fun fastPrime (n, 0) = true
| fastPrime (n, t) = fermatTest n andalso fastPrime(n, t-1)

@ Ez a megoldas csak nagy valészinlséggel, de nem teljasybigeaggal ad valaszt a kérdésre.
Példaul az 561 atmegy a Fermat-teszten, bar nem prim.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-21

Flggvények mint altalanos szamitasi modszerek

@ Lattuk, hogy a fuggveény (ill. altalaban az eljaras) olydsztrakcio amely — a paraméterként
atadott adatok konkrét értékefiggetlentl — dsszetett miveleteket ir le.

@ Az olyan magasabbrendi fuggvéeny, amelynek fliggveny anp@tere, meégnagasabb szintl
absztrakcid, hiszen az altala megvaldsitott 6sszetetehatet nemcsak egyes konkrét adatoktol,
hanem egyes konkrét miveletékis fliggetlenné tesszik.

@ A magasabbrend( figgvény (eljaras) tehat valamiBleadanos szamitasi modszdéejez ki.

@ A kovetked lapokon két nagyobb példat ismertetlink: altalanos sa&mitodszert figgvények
zérushelyeineksfixpontjanaka megtalalasara.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-22

Egyenlet gydkeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel

@ Az intervallumfelezés moddszere hatekony eljarag @2 = 0 egyenlet gyokeinek megtalalasara,
ahol f folytonos fuggveny.

@ A kdzismert alapdtlet a kdvetkéz

@ Megfeleben megvalasztoti-ra ésb-re, amelyekref (a) < 0 < f(b), f-nek legalabb egy
zérushelye van ésb kHzott.

@ A zérushely megtalalasahoz legyer- a + b/2. Ha f(x) > 0, akkor f zérushelyét észx
kdzott, haf(z) < 0, akkorx ésb kozott kell keresnuiink.

@ A keresést — a rekurziét — akkor hagyjuk abba, amikor két eégpymtani kozelid értékeltérése
egy ebre meghatarozott értéknél kisebb lesz.

@ Mivel az eltérés minden lépésben a felére csokkery, z2zrushelyének megtalalasahoz sztikséges
lépések szam@(L/T), ahol L az intervallum hossza kezdetben,/éa megengedett eltéres.

@ A leirt algoritmust valdsitja megsearch fliggvény (Id. a kévetkegzlapon):

(* search (f, negPoint, posPoint) = root of f x in the
negPoint < x < posPoint interval
PRE: f negPoint < 0 and f posPoint > 0

")

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-23

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

fun search (f, negPoint, posPoint) =
let val midPoint = average(negPoint, posPoint)

in
if closeEnough(negPoint, posPoint)
then midPoint
else let val testValue = f midPoint
in
if positive(testValue)
then search(f, negPoint, midPoint)
else if negative(testValue)
then search(f, midPoint, posPoint)
else midPoint
end
end

and average (x, y) = (x+y)/2.0

and closeEnough (x, y) = abs(x-y) < 0.001
and positive x = x > 0.0

and negative x = x < 0.0

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-24

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

@ Az elofeltételek betartasat célszeséarch alkalmazasakor ellémizni, nehogy rossz valaszt
kapjunk az SML értelmenol.

@ - search(Math.sin, 4.0, 2.0) (* Helyes az eredménye *);
> val it = 3.14111328125 : real

@ - search(Math.sin, 2.0, 4.0) (* Hibas az eredménye *);
> val it = 2.00048828125 : real

@ A halfintervalMethod fluggveény elvégzi az elldirzést, és jelzi, haegPoint vagy
posPoint kezdeti ertéke nem jo.

(* halfintervalMethod (f, a, b) = root of f x in the
a <= x <= b interval

%)
@ Figyeljik meg aZigyek szétvalasztasdy alkalmazasatsearch a gyotkkereseési strategiat
valésitja meghalfintervalMethod pedig az dbfeltételek meglétét ellénmzi.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-25

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

@ fun halfIntervalMethod(f, a, b) =
let val aValue = f a
val bValue = f b
in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, b)
else if negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)
else print ("Values " » makestring a ~ " and " ~
makestring b * " are not of opposite sign.\n")
end

@ A makestring flggvény (tipusaunt xt -> string ) tetsdleges numerikusrit ,real |
word , word8 ), char eésstring tipusu értékestring  tipusva alakit.

@ A flggvénynek ez a valtozata hibas, mertfathen-else feltételes kifejezés 6sszes aganak
ugyanolyan tipuséredmeénykell adnia, marpedigrint eredménye nenmt tipusu.

@ Megoldas aZe; f) alaku un.szekvencidlis kifejezémsznalata: az ertelm@kiértékelie-t és
f -et a felirt sorrendben, eredmeénytl petligrtékét adja.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-26

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezétdgt.)

fun halfintervalMethod(f, a, b) =

let val (aValue, bVvalue) = (f a, f b)

in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, b)
else if negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)
else (print ("Values " * makestring a ~ " and "

makestring b * " are not of opposite sign.\n");
0.0)
end;

- halfintervalMethod(Math.sin, 2.0, 4.0);

> val it = 3.14111328125 : real

- halfintervalMethod(fn x => x*x*x-2.0*x-3.0, 1.0, 2.0);
> val it = 1.89306640625 : real

- halfIntervalMethod(Math.sin, 2.0, 2.5);

Values 2.0 and 2.5 are not of opposite signs

> val it = 0.0 : real

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-27

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa

@ Az f(x) = x egyenletet kielégitx az f fuggvenyfixpontja.

@ Egy f fuggvény valamely fixpontjat megfetekezdértéktdl kiindulva f rekurziv alkalmazasaval
hatarozhatjuk meg:

fa, f(fe), f(f (fx)), FOFCF(f2))), -

A rekurzio akkor fejezhét be, amikor mar elhanyagolhaté mértéki a valtozas.

@ A fixedPoint  fliggvény paramétere egy par; ennelddkgja egy fuggveny, amelynek a
fixpontjat keressiik, a masodik tagja pedig a fixpont egy kizelitése.

(* fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of f in the proximit y
of firstGuess with tolerance tolerance

")
@ Szukségunk van meg a kozelités megkivant pontossagara:

val tolerance = 0.00001;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-28

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

fun fixedPoint (f, firstGuess) =

let
fun closeEnough (v1, v2) = abs(vl-v2) < tolerance
fun try guess =
let
val next = f guess
In
if closeEnough(guess, next)
then next
else try next
end
in
try firstGuess
end,;
load "Math";

fixedPoint(Math.cos, 1.0);
fixedPoint(fn y => Math.sin y + Math.cos y, 1.0);

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-29

Flggveény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

@ A fixpontszamitas hasonlit a négyzetgyokvonas korabbameszglt folyamatara: mindkétt
azon alapul, hogy addig finomitjuk a kozelitést, amig valgeni feltétel nem teljesiil.

@ A négyzetgyokvonas konnyedén megfogalmazhato fixpontisasgkent: har négyzetgyokey,
akkory x y =z, azazy = x/y. Az fy = x/y fuggvény fixpontja tehat az négyzetgyoke.
fun sgrt x = fixedPoint (fn y => x/y, 1.0);

@ A megoldasunk rossz, ugyanis nem konvergal! Konnyen betidth

Legyenx négyzetgyokének ebskozelitésey1, a masodiky2 = x/y1, a harmadik
y3 =x/y2 =x/(x/yl) = yl. Lathatd, hogy a folyamat sohasem ér véget.

@ Az oszcillaciot pl. ugy gatolhatjuk meg, hogprlatozzukkeét kdzelid érték kdzott a valtozas
meértékeét.

@ Mivel a helyes valasz mindig agkozelio érték ésc/y kozott vany-hozx/y-nélkdzelebb esqj
kdzelid értekkénty ész /y atlagat valaszthatjuky «— (y + x/y)/2.

fun sgrt x = fixedPoint (fn y => (y+x/y)/2.0, 1.0);

@ Ezt a gyakran hasznalhato médsztagcesillapitasnaKangolulaverage dampingyevezik.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-30

Flggvény mint visszatérési ertek

@ A fiuggvényekdl mint absztrakciés eszkdzdMdrszélva eddig olyan magasabbrendi figgvényeket
hasznaltunk, amelyeknek mas fliggvények voltak a paragiéter

@ Most olyan magasabbrendi figgvényeket mutatunk be, akélggvényipontosabban
fliggvényértekeidnak eredmenydl.

@ A korabban bemutatoé#tlagcsillapitdssokszor hasznalhaté modszer, ezért érdemes 6nallo
fluggvenyként megirni: ha adott gzftiggveny, eb kell allitanix és fx atlagat.

(* averageDamp f = f valamely x eértékre alkalmazva
el oGallitla x és f x atlagat *)
fun averageDamp f = fn x => (x + f x) / 2.0;

@ Jol lathato, hogyverageDamp , ha csak egyetlen paraméterre alkalmazzuk, fuggvenystragk
eredmeényulaverageDamp részlegesen alkalmazhato fliggveny.

@ PeldaaverageDamp alkalmazéasara:
(averageDamp (fn x => x*x)) 10.0; (* 10.0 és 100.0 atlaga *)
@ A kiértékelés sorrendje miatt a kdlgardjelpar el is hagyhato:

averageDamp (fn x => x*x) 10.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-31

Flggveny mint visszatéeresi értek (folyt.)

@ averageDamp definicioja felirhato gzintaktikai édesitoszerrel).
fun averageDamp f x = (x + f x) / 2.0;

@ sqgrt averageDamp -pel felirt valtozata explicitté teszifaxpontmeghatarozass az
atlagcsillapitasmodszereét, tovabba az= = /y egyenlet hasznalatat.

fun sgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => xly), 1.0);
sqgrt 4.0;

@ Tanulsag: egy folyamatot sokféle eljarassal leirhatuelalényegetsokkal kbnnyebb megeérteni,
hamegfeleloen megvalasztott absztrakcidketetiink be.

@ Még egy példa a bemutatottak alkalmazaséara: kiabgyoke az — z/y* — SML-jeloléssel az
fny => x/(y*y) — figgvény fixpontja. A megoldas mar kész is van!

fun cubeRoot x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/yly), 1.0 );
cubeRoot 8.0;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-32

Flggvény mint visszatérési erték (folyt.): az altalanowid@-modszer

@ Legyenz — g(z) egy differencialhato¢ fuggveny §3z) = x — g(x)/4¢'(z), aholg’(x) a g figgvény
x szerinti derivaltja. Ekkor g(z) = 0 egyenletr megoldasa az — f(x) fiiggveny egy fixpontja.
@ Az altalanos Newton-moédszarfixpontmodszer egy alkalmazasafafiiggvény egy fixpontjanak

megtalalasara. Szamgguggvényre és megfel@eén megvalasztott értékre az altalanos
Newton-modszer gyorsan konvergal.

@ ElGszor is azt a@leriv - fuggvényt kell definialnunk, amelynek (axverageDamp fliggvényhez
hasonldan) figgveny a paramétere, es fuggvényt ad ereldényii

@ Hag flggvény ésiz egy kis szam, akkor afliggvényq’ derivaltja az a fliggvény, amelynek
értéke barmely szamra a kovetkée ¢'(z) = (g(z + dz) — g(x))/dx.

(* deriv g = g derivaltja

*)

val dx = 0.00001;

fun deriv g = fn x => (g(x+dx) - g x) / dx;

@ Példaul azr — 22 fuggvény derivaltjar = 5-re (pontos értéke 75):

let fun cube x = x*x*x in deriv cube 5.0 end;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-33

Flggvény mint visszatérési erték (folyt.): a Newton-ma@isxpont-folyamatként

@ deriv felhasznalasaval az altalanos Newton-modszer defin@atixgiont-folyamatként

fun newtonTransform g x = x - (g x / deriv g X)
and newtonsMethod g guess = fixedPoint(newtonTransform g, guess)

@ PéldanewtonsMethod hasznalatara:

fun sgrt x = newtonsMethod (fn y => y*y-x) 1.0;
sgrt 16.0;

@ Két altalanos modszer egy-egy alkalmazasat lattuk egy sEgyzetgyokének kiszamitaséara: az
egyik a fixpont-, a masik a Newton-maodszer.

@ Mivel az utobbi is a fixpontmodszeren alapul, valdjaban aditmodszer kétféle alkalmazasat
lattuk.

@ Mindkét esetben egy fliggvényhindulunk ki, €s kiszamitjuk valamely transzformaltjaregy
fixpontjat.

@ Ezt az altalanos modszert is definialhatjuk eljaraskemg¥é@nyként), ezt mutatjuk be a
kovetked dian.
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Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP13..15-34

Flggvény mint visszatérési erték (folyt.): a fixpontmodsadféle alkalmazasa

@ (* fixedPointOfTransform (g, transform, guess) =
a fixed point of (transform g) with the initial guess guess
*)
fun fixedPointOfTransform (g, transform, guess) =
fixedPoint(transform g, guess)

@ Ez voltsqrt fixpontkeresésen alapul6 élgaltozata:
fun sgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => x/y), 1.0)

@ Atirva az altalanos médszert megvalésito fiiggvénnyel:

fun sgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => xly,
averageDamp, 1.0)

@ Ez voltsqrt Newton altalanos modszeret hasznaldo masodik valtozata:
fun sgrt x = newtonsMethod (fn y => y*y-x) 1.0;
@ Atirva az altalanos modszert megval6sito fliggvénnyel:

fun sgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => y*y-x,
newtonTransform, 1.0)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-36

Lusta kifejezés és fuggveny

@ Egy kifejezés lusta kiértékelése irhatd aellazy kulcsszoéval:

val zs = lazy [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val zs : int list = _lazy

@ Az ilyen kifejezést lusta kifejezésnek nevezzik. Kiértékére csak akkor keril sor, baiikség
van ra, azaz ha egy moho miveletben argumentumkeént hagznal

@ Mindig moho kiértékelésliek a kovetkekifejezések:
@ mintaillesztésben a vizsgalt érték,
@ flggvényalkalmazasban a fliggvenyertek,

@ kivetel jelzésében a kivételt alkoto érték,
@ primitiv maveletben (plop+, op=) az operandus, amelyre a miveletnek sziiksége van.

@ A kovetked példaban a mohiad -t fliggvényt alkalmazzuk a lusizs -re:

hd zs;
val it : int = 1

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-37

Lusta kifejezés és fuggveny (folyt.)

@ EIsO kiértékelése utan a lusta kifejezés (esetleg csak egkifgiszésének) lusta volta megszinik.
@ Az egyszer kiszamitott lusta (rész)kifejezes értéke atbnedkban azltarolt érték lesz:

ZS;

val it :int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]
@ A hd és atl lusta valtozata (a név végérza fiiggvény lusta — sy — voltara emlékeztet):

fun lazy headz (x::_) = X

| headz [] raise Empty;
val headz : 'a list -> 'a = _fn

fun lazy tailz (_::xs) = xs
| tailz [] = raise Empty;
val tailz : ’'a list -> ’a list = _fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-38

Lusta kifejezés és fuggveny (folyt.)

@ Peldak:
headz zs;
val it : int = _lazy

0 + headz zs;
val it : int = 1

ZSs;
val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

tailz zs;

val it : int list = _lazy
[] @ tailz zs;

val it : int list = _lazy

tailz zs @ [];
val it : int list

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

@A @ tailz zs kifejezésben az eredmeényallitasahoz @operatornakincs sziksége
jobb oldali operandusanak kiszamitasara, ezért az ergdimérsta kiértekelési lesz.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-39

Lusta lista

@ A lusta lista olyamem korlatos méretlista, amelynek €lnyos tulajdonsagai mellett hatranyai,
veszeélyel is vannak, pl.

@ egy lusta listedbarmely részéinegjelenithetjiik, dsohasem az egészet;

@ Kkét lusta lista elemeill paronként képezhetiink egy harmadikatnden szamithatjuk lagy
lusta listaelemeinek 6sszegétem kereshetjik meg benadegkisebbetnem fordithatjuk meg
azelemek sorrendjéttb.;

@ egy program befejemése helyett csak azt igazolhatjuk, hogy az erednetsydleges véges
része véges ido alatioall.

@ Most afrom flggvény lusta valtozatat definialjukomz k olyan lusta listat hoz létre,
amelynek az elemdiomz k -t0l kezdve egyesével novekszamtani sorozatot alkotnak:

fun lazy fromz k = k :: fromz(k+1);
val fromz : int -> int list = _fn

val xs = fromz 3;
val xs : int list = _lazy

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-40

Lusta lista (folyt.)

@ Ha példauls fejét kiszamittatjuk, akkoxs -nek mar csak a farka marad lusta kiértekelesu:

XS;
val xs : int list = _lazy

hd xs;
val it : int = 3

XS;
val it : int list = 3 1 _lazy

@ Tovabbi példakheadz éstailz  hasznalatara:

headz(fromz 3);
val it : int = _lazy

headz(fromz 3) + O;
val it . int = 3

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-41

Lusta lista (folyt.)

@ Tovabbi példakheadz éstailz  hasznalatara (folyt.):

tailz(fromz 3);
val it : int list = _lazy

headz(tailz(fromz 3)) + O;
val it : int = 4

@ De vigyazzunk! Veremtulcsordulashoz vezet a koveikdfejezés kiértékelése:

tailz(fromz 3) @ [;

@ A List.take ésList.drop  flggvényt lusta listara is alkalmazhatjuk a lusta lista egy
részének kiértékeléesére.

List.take(fromz 1, 5);
val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5]

List.drop(fromz 1, 5);
val it : int list = _lazy

hd(List.drop(fromz 1, 5));
val it : int = 6

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-42

Egyszerl flUggvenyek lusta listakra

@ A kiszamithatésag érdekében egy fliggvény eredményérshklaxries véges része az argumentum
véges részét fligghet csak.

@ Amikor az eredményre sziikség van, akkor ez az igény valga krgumentum feldolgozasat.
@ A kovetked lusta fliggvény egy lusta lista egész elemeinek a négyzadatitja ki.
fun lazy squarez [] = []

| squarez (Xx::Xxs) = X*X :. squarez Xs;
val squarez : int list -> int list = fn

squarez(fromz 1);
val it : int list = _lazy

List.take(squarez(fromz 1), 10);
val it : int list = [1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-43

Egyszerl fuggvenyek lusta listakra (folyt.)

@ Két lusta lista hasonldéan adhat6 6ssze:

fun lazy addz (x::xs, y:iys) = x+y :: addz(xs, ys)
| addz _ = [];
val addz : int list * int list -> int list = _fn

addz(fromz 1000, squarez(fromz 1));
val it : int list = _lazy

List.take(addz(fromz 1000, squarez(fromz 1)), 7);
val it : int list = [1001, 1005, 1011, 1019, 1029, 1041, 1055]
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Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-44

Egyszerl fuggvenyek lusta listakra (folyt.)

@ Az appendz fliggvény addig nem nydls -hez, amigks ki nem trul — vagyis csak akkor nyul
hozza, has korlatos.

fun lazy appendz (x::xs, ys) = X :: appendz (xs, ys)
| appendz ([], ys) = ys;
val appendz : 'a list * 'a list -> 'a list = fn

appendz([1,2,3],[4,5,6));
val it : int list = _lazy

appendz([1,2,3],[4,5,6])) @ [J;
val it : int list = [1, 2, 3, 4, 5, 6]

List.take(appendz([1,2,3], fromz 10), 7);
val it : int list = [1, 2, 3, 10, 11, 12, 13]

List.take(appendz(fromz 10, [4,5,6]), 7);
val it : int list = [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-45

Magasabbrendi fliggvények lusta listakra

@ A maplusta valtozata:

fun lazy mapz f [ = []
| mapz f (x::xxs) = f x :: mapz f xs;
val mapz : (‘la -> 'b) -=> 'a list -> 'b list = fn
@ A filter lusta valtozata:

fun lazy filterz p [] = []
| filterz p (xi:xs) = if p X
then x :: filterz p xs

else filterz p xs;
val filterz : (‘a -> bool) -> 'a list -> ’a list = fn

@ Az el6z0 szakaszban definidguarez -t egyszerl felirnmapz-vel:

val squarez = mapz (fn x => x*x);
val squarez : int list -> int list = fn

@ Aziteratez  afromz egy altalanositasa:

fun lazy iteratez f x = x :: iteratez f (f x);
val iteratez : ('a -> 'a) -> 'a -> ’a list = fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév
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Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-46

Magasabbrendi fliggvények lusta listakra (folyt.)

@ Olyan szamsorozatot allitunkéelamelyben 50-nél nagyobb, 7-esre v@dfzegészek vannak:

val sevens = filterz (fn n => n mod 10 = 7) (fromz 50);
val sevens : int list = _lazy

List.take(sevens, 8);
val it : int list = [57, 67, 77, 87, 97, 107, 117, 127]

@ Egy példateratez  alkalmazéasara:

val zs = iteratez (fn x => x / 2.0) 1.0;
val zs : real list = _lazy

List.take(zs, 5);
val it : real list = [1.0, 0.5, 0.25, 0.125, 0.0625]

@ fromz -taziteratez -vel igy definialhatjuk:

val fromz = iteratez (fn k => k+1);
val fromz : int -=> int list = fn

List.take(fromz 3, 6);
val it : int list = [3, 4, 5, 6, 7, 8]
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Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-47

Alvéletlenszamok

@ Hagyomanyos alvéletlenszam-generatorok: olyan eljir@suoelyek egyrissithetd valtozoban
taroljak aseed(mag) értéket — elid allitjak eld egy kdvetkea hivasnal a kdvetkéz
alvéletlenszamot.

@ [usta listaként megvalOsitva a kovetkealvéletlenszam csadezilkség esetéll elo.
local val a = 16807.0 and m = 2147483647.0

(* nextrandom seed = a koOvetkez 0 alvéletlenszam
nextrandom : real -> real

*
)
fun nextrandom seed =
let
val t = a * seed
in
t - real(floor(t/m))*m
end
In
fun randomz s = mapz (fn x => x/m) (iteratez nextrandom s)
end;
val randomz : real -> real list = fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-48

Alvéletlenszamok (folyt.)

@ Ha anextrandom -ot 1.0 és 21474836467.0 kozideed -re alkalmazzuk, ugyanebbe a
tartomanyba @smas értéket allit 6laza * seed mod m mivelettel. (A valos szamokat a
tulcsordulas elkertléséere hasznaljuk.)

@ A |usta lista eballitasara ateratez -t anextrandom -raés aseed valés szamma alakitott
kezdértékére alkalmazzuk. mapz gondoskodik arrdl, hogy a lusta listAban minden értéket
elosszunkmmel, és igy aandomz 1.0-nél kisebb nemnegativ értékeket adjon eredményuil.
Lathatd, hogy a lusta lista a megvaldsitas részleteit szélpejti a felhasznald él.

@ Az eldallitott alvéletlen-szamok tehat 1.0-nél kisebb nemtiegalos szamokmapz-val

VL4

alakithatjuk abket 0 és 9 kozotti egeszekké:

val rs = mapz (floor o (fn x => 10.0 * x)) (randomz 1.0);
val rs : Intint list = _lazy

List.take(rs, 9);
val it : Intint list = [0, O, 1, 7, 4, 5, 2, 0, 6]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Primszamok @allitasaeratosztenészi szitaval

1. Vegyuk az egészek 2-vel keadb sorozatat2, 3,4,5,6,7, ...
2. Toroljuk az 6sszes 2-vel oszthatd szan¥t, 7.9, 11, . ..
3. Toroljuk az 6sszes 3-mal oszthaté szamiot, 11, 13,17,19, ...

4. Toroljuk az 0sszes . ..

@ A sorozat elé eleme mindig a kdvetkézprim. A sorozatban azok a szamok maradnak benne,
amelyek az eddig éAllitott primekkel nem oszthaték.

fun siftz p = filterz (fln n => n mod p <> 0);
val siftz : int -> int list -> int list = fn

@ Assiftz  ap argumentum tobbszoroseit torli egy lusta listabdl.

@ A sievez -nek mér csak ismételten alkalmaznia lgftz -t a megfeled lusta listara.

fun lazy sievez [] = []
| sievez (p::ps) = p :: sievez(siftz p ps);
val sievez : int list -> int list = fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-50

Primszamok @allitasaeratosztenészi szitavdblyt.)

@ Mivel most a lusta lista sohasem lehet lres, nem kelleneexzliista listara illeszkédvaltozatot
irnunk, de nélklle az Alice arra figyelmeztetne, hogy nentifieklle minden esetet.

fun lazy sievez (p::ps) = p .. sievez(siftz p ps);
1.9-1.49: warning: match is not exhaustive, because e.qg.

nil
IS not covered
val sievez : int list -> int list = fn
@ Példa;

val primes = sievez(fromz 2);
val primes : int list = _lazy

List.take(primes, 11);
val it : int list = [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-51

Négyzetgybkvonas Newton-Raphson modszerrel

2

@ nextapprox x;-bol a gyok egy; 1 kdzelitéset szamitja ki ag. ., = keplettel:

fun nextapprox a x = (a/x+x)/2.0;
val nextapprox : real -> real -> real = fn

@ A befejeddés megallapitasara egyszeri tesztet irunk:
exception Impossible;

fun within (eps : real) (x::(yys as y.ys)) =
if abs(x-y) <= eps

then y
else within eps yys
| within = raise Impossible;
val within : real -> real list -> real = fn

@ A masodik kl6z azért kell, hogy ne kapjunk figyelmeztetésfadetlen esetek miatt: mivel a
within ~ flggvényt lusta listara fogjuk alkalmazni, ezt a klézt arcAlsohasem értékeli ki.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-52

Négyzetgydkvonas Newton-Raphson maodszerrel (folyt.)

@ Ezzel agroot flggvény el valtozata:

fun groot a = within 1le~6 (iteratez (nextapprox a) 1.0);
val groot : real -> real = fn

groot 5.0;
val it : real = 2.23607

@ A programban deallasvizsgalatovilagosan elvalasztjula kozelitések elballitasatol.

@ A ledllasvizsgalatwithin ) olyan fiiggvény, amely egy valoés szambdl és egy valds szamok
tartalmazo listabdl egy valos szamot allid el

@ |tt az abszolat kilbénbségetf — y |< ¢) teszteljiuk, de vizsgalhatnank pl. a relativ kilonbséget

(| 2—1|<e)vagy az =y~ ¢ feltételt.

x| +y]
y B4

@ A feladat tobbi része fliggetlen attol, hogy milyen leallasgalatot alkalmazunk, és altalaban is
igy célszerll megirni a programjainkat.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Négyzetgydkvonas Newton-Raphson maodszerrel (folyt.)

@ A kozelitések dallitasat célszerli még vilagosabban elhatarolni a prodébbi részéx.
approxz a kozelitések lusta listajat allitjacel

fun approxz a =

let
fun nextapprox x = (a/x+x)/2.0
in
iteratez nextapprox 1.0
end,;
val approxz : real -> real list = fn

@ Ezzel agroot fliggvény egy tisztabb valtozata:

val groot = within 1e~6 o0 approxz;
val groot : real -> real = fn

groot 5.0;
val it : real = 2.23607

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Keresztszorzatokbodl allo lista

@ Legyenxs esys egy-egy lusta lista. Képezzlnk Uj lusta listat(az y;) parokbol, ahok; € xs és
Vi € ys!

@ A nem korlatos méretii listak kezelése kilonleges probkainéet fel, ezért oldjuk meg @z6r a
feladatot korlatos méret listakkahap éspair alkalmazasaval.

@ xs esys egy-egy lista. Kepezzlnk listat az;(y,) parokbdl, ahok; € xs esy; € ys!
@ map-et,pair -tésList.concat -otalkalmazva juthatunk el a keresett figgvényhez.
fun pair x y = (X, y);
val pair : 'a -=>'b ->'a *’b = _fn
@ A pair -tamap-pel azys lista elemeire alkalmazva olyan parokbdl allo listat kagpuamelyben

a parok elé tagja a rogzitett érték, a masodik tagja pedig g2 egy-egy eleme.

map (pair X) ys

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)



Lusta kifejezések az Alice-ben  FP13..15-55

Keresztszorzatokbdl allo lista (folyt.)

@ Hogyan érhetjuk el, hogy az végigfusson axs lista 6sszes elemén? Az eddig szakaek
kossik le egy fliggveny argumentumakent:

fn x => map (pair x) ys
majd alkalmazzuk Ujbdl enap-et erre a figgvényre és -re:
map (fn x => map (pair x) ys) Xs

@ |istak listajat kapjuk eredmeényil, mert a kelmap mar listat adott vissza, amelynek minden
eleméldl djabb listat képeztink a kidsnap-pel.

fun pairss xs ys = map (fn x => map (pair x) ys) Xs;
val pairss : 'a list -> 'b list -> ("a * 'b) list list = _fn

@ List.concat elvégzi a szukséges simitast:

fun pairs xs ys = List.concat(pairss xs Yys);
val pairs : 'a list -> 'b list -> (a * 'b) list = _fn

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Keresztszorzatokbdl allé lusta lista

@ A pairss -hez hasonl6an allithatjuk@parok lusta listajanak lusta listajat:

fun pairssz xs ys = mapz (fn x => mapz (pair x) ys? XS;
val pairssz : 'a list -> ’b list -> ("a * ’b) list list = _fn

@ Az eredmény véges része kiirathtakieRect -tel, amely a bal feld saroktdl szamitott ebsm
sorbol ésn oszlopbdl alladéglalapotjeleniti meg axss lusta listabol:

fun takeRect (xss, (m, n)) =
map (fn y => List.take(y, n)) (List.take(xss, m));
val takeRect : 'a list list * (int * int) -> ’a list list = _fn
@ Példa: olyan lusta lista, amelyben a parolodbgja az egymas utan kovetkezgészek 30-tol
kezdve, masodik tagja pedig a primszamokbkezdve:

val pss = pairssz (fromz 30) (sievez(fromz 2));
val pss : (Int * int) list list = _lazy

takeRect(pss, (3, 5));

val it : (int * Int) list list =
[[(30, 2), (30, 3), (30, 5), (30, 7), (30, 11)],
[(31, 2), (31, 3), (31, 5), (31, 7), (31, 11)],
[(32, 2), (32, 3), (32, 5), (32, 7), (32, 11)]]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Keresztszorzatokbdl allo lusta lista (folyt.)

@ Mostantol gpss mar részben ki van értekelve:

pSS;
val it : (int * int) list list =
((30, 2) :: (30, 3) :: (30, 5) = (30, 7) = (30, 11) == _lazy) ::
(31, 2) :: (31, 3) == (31, 5 = (31, 7) = (31, 11) == _lazy) =
((32, 2) =: (32, 3) =: (32, 5) =: (32, 7) =: (32, 11) == _lazy) ::

_lazy
@ Ha ki akarunk simitani egy lusta listat|&st.concat fuggvénnyel nem megyink semmire,
ugyanisappendz (Xs, ys) = Xs . Ellenben két lusta lista elemei példdqdronként

egymasba ékelhetékinterleavez arekurziv hivasbanaltogatja a két lusta listat:

fun lazy interleavez ([], ys) = ys
| interleavez (x::xs, ys) = X : interleavez(ys, xs);
val interleavez : 'a list * 'a list -> ’a list = _fn

@ Példainterleavez alkalmazasara;:

List.take(interleavez(fromz 0, fromz 50), 10);
val it : int list = [0, 50, 1, 51, 2, 52, 3, 53, 4, 54]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Keresztszorzatokbdl allo lusta lista (folyt.)

@ enumeratez lusta listak lusta listajabdl egyetlen lusta listat alléi.eJeloljik a kétszeres
melysegl lusta lista fejéds -sel és a farkakss -sel; alkalmazzulenumeratez -t rekurzivan
XSS -re, majd az eredmenyt ékeljixs -be:

fun lazy enumeratez [| = []
| enumeratez (xs::xss) = interleavez(xs, enumeratez Xxss);

val enumeratez : 'a list list -> 'a list = fn

@ Allitsuk el6 példaul a pozitiv egészetiballo parok egy lusta listajat!

val pozintss = pairssz (fromz 1) (fromz 1);
val pozintss : (int * int) list list = _lazy

List.take(enumeratez pozintss, 15);

val it : (int * int) list =
(1, 1), 2, 1), @, 2), 3 1), 4 3), (2 2), 1, 4, 4 1),
(1, 5), (2, 3), (1, 6), 3, 2), (1, 7), (2, 4), (1, 8)]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Listdk rendezése  FP13..15-60

Listak rendezese (folyt.)

@ inssort  (beszurd rendezés),

@ selSort  (kivalaszto rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort (feltlrdl lefelé halad6 dsszefésiitendezés),
@ bmsort (alulrél folfelé halado dsszefésid rendezés),

@ smsort (simarendezés).

Az alulrél folfelé halado rendezés O Keefe-féle algorgatlés a simarendezeés algoritmusat csak a
jeles osztalyzat eléréséhez kell ismerni.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Alulrél folfelé haladd O0sszeféstirendezés

@ Az alulrdl folfelé haladd dsszefésiitendezégbottom-up merge sortegegyszeribb valtozata az
eredetik hosszusagu listdt darab egyelem listara bontja, majd a szomszédos listakat
dsszefuttatja, igy 2, 4, 8, 16 stb. elem listakat albt el

@ R. O'Keefe algoritmusa (1982) Iépéklépésre futtatja ssze az egyforma hosszu részlistdéat,
csak az utolso Iépésben rendezi az 0sszeset. Az alabbbpéldz 0sszefuttatott részlistakat
egymas mellé irassaloljuk:

ABCDEFGHIJK
AB CDEFGHIJK
AB CD EFGHIJK
ABCD EFGHIJK
ABCD EF G HIJK
ABCD EF GH 1 J K
ABCD EFGH ' J K
ABCDEFGH ' J K
ABCDEFGH J K

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Alulrdl folfelé haladd 6sszefésbirendezés (folyt.)

@ bmsort asorting segédfliggvenyt hasznalja, amelynek

@ elsh argumentuma a rendezéniikta,
@ masodik argumentuma a mar rendezett részlistak akkunna)ato
@ harmadik argumentuma az adott Iépésben 6sszefuttatagicserszama.

(* bmsort xs = az xs elemeinek a <= relacid szerint
rendezett listaja
bmsort : int list -> int list
%)

fun bmsort xs = sorting(xs, [], 0)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Alulrdl folfelé haladd 6sszefésbirendezés (folyt.)

@ Ha arendezerillista (ks ) még nem fogyott el, soron kovetkeelemél sorting  egyeleml
listat [x] ) képez, és ezt a mar rendezett részlistak listag | elé flzve meghivja a
mergepairs segedfliggvényimergepairs az argumentumként atadott lista két azonos
hosszusagu bal oldali részlistajat flizi egybe, feltéwezme hogy vannak ilyenek. az éppen
atadott elem sorszama. Ha a rendezdista kilrilt,sorting  a kétszint(i lista egyetlen elemét,
a rendezett listat adja eredményuil.

(* sorting(xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit
berakja a rendezett részlistak 6sszesen
mar k elemet tartalmazo Iss listajaba
sorting : int list * int list list * int -> int list
PRE: k >= 0
%)
fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::lss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(Iss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Alulrdl folfelé haladd 6sszefésbirendezés (folyt.)

@ mergepairs egyetlen listaban gyUjti a mar dsszefuttatott részlestakz eppen atadott elekn
sorszamabal donti el, hogy mit kell csinalnia a kdvetkezszlistaval.

(* mergepairs(liss, n)= az n elemet tartalmaz6, mar
rendezett llss lista els 0 két részlistajat,
ha egyforma a hosszuk, 6sszefuttatja

mergepairs : int list list -> int list list
PRE: n >= 0
%)
fun mergepairs (llss as Isl:ls2:lss, n) =
(* legalabb kételemi’ a lista *)
if n mod 2 =1
then llss
else mergepairs(merge(lsl, Is2)::Iss, n div 2)
| mergepairs (Iss, ) = Iss (* egyelemi a lista *)

@ Han paratlanmergepairs a listat valtoztatas nélkll adja vissza, ha paros, akkdisaz lista
elején allo két, egyforma hosszu listat egyetlen rendéigéiva futtatja 6sszen=0-ra
mergepairs az 6sszes listak listajat olyan listava futtatja 6ssze Jyame& egyetlen eleme maga
is lista.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Alulrdl folfelé haladd 6sszefésbirendezés (folyt.)

@ A legrosszabb esetbénn - log n) |épésre van sziikség.

@ A fliggvéenyek mikodését egy példan is bemutatjuk. A bhrdas legyen

bmsort [1,2,3,4,5,6,7,8,9]
---> sorting ([1,2,3,4,5,6,7,8,9], [], 0)

@ Amigsorting elsh argumentuma a nem Ures:xs)  lista,sorting  sajat magat hivja meg.
A rekurziv hivas

@ elsh argumentuma a lépésenként egyre rovadcd lista,

@ masodik argumentumaraergepairs([x]::Iss, k+1) fuggvényalkalmazas
eredménye, ahol kezdetblss = []

@ harmadik argumentum&-+{1) a mar feldolgozott listaelemek szama.

fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::Iss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(Iss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Alulrdl folfelé haladd 6sszefésbirendezés (folyt.)

@ A kOvetked tablazatos elrendezés

@ mergepairs mindkét argumentumat,
@ arekurzivsorting hivas ittj -vel jelolt 3. argumentumak+1 -et, és
@ binaris szamkéri -t mutatja lepégil 1épésre.
@ A sorting flggvény hivjamergepairs -tazokban a sorokban, amelyekben &j értéket vesz
fol, a tobbi helyemrmergepairs  hivasa rekurziv.

@ Ne feledjik, hogymergepairs -nek listak listadja az esargumentumal
@ A tablazat utols6 oszlopa a vonatkoz6 magyarazatra hizatko

@ \egyUk észre, hogy kapcsolat vanless  elsh eleme utani listaelemek hossza éslaitjei
kozott! Hak valamelyik bitje 1, akkor (balrol jobbra haladva)lées  megfeleb listaelemének a
hossza az adott bit helyiértékével egyem 0 értékl biteknek megfel@listaelemek
Lhianyoznak’llss -bdl.

fun sorting (x::xs, Iss, k) =
sorting(xs, mergepairs([x]::Iss, k+1), k+1)
| sorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Alulrdl folfelé haladd 6sszefésbirendezés (folyt.)

lIss n i

[[1]] 1
[[2],[1]] 2 2

[[1,2]] 1 m3
[[31,[1,2]] 33

[[4],[3],[1,2]] 44 11 m2
[[3,4],[1,2]] 2 m2
[[1,2,3,4]] 1 m3
[[51.[1,2,3,4]] 55 100 m3
[[6],[5],[1,2,3,4]] 6 6 101 m2
[[5,6],[1,2,3,4]] 3 m3
[[71,[5,6],[1,2,3,4]] 77 110 m3
[[8],[71,[5.6],[1,2,3,4]] 8 8 111 m2
[[7,8],[5,6],[1,2,3,4]] 4 m2
[[5,6,7,8],[1,2,3,4]] 2 m2
[1,2,3,4,5,6,7,8]] 1 m3
[[9].,[1,2,3,4,5,6,7,8]] 9 1000 m3
[[9].,[1,2,3,4,5,6,7,8]] 0 m4
[[1,2,3,4,5,6,7,8,9]]

9
0

fun sorting (x::xs, Iss, k) =

sorting(
XS,
mergepairs([x]::Iss, k+1),
k+1
)

| sorting ([], Iss, k) =
hd(mergepairs(lss, 0))

m1l: Az argumentumként atadott listanak egyetlen eleme vandrizag
lista), ezért az argumentumot mergepairs masodik kl6za
valtoztatas nélkil visszaadja azhivosorting  -nak.

m2: n paros, ez azt jelzi, hogy az argumentumként atadott lista el
két eleme egyforma hosszu lista, amelyaketge egyetlen
rendezett listava futtat 6ssze, majd az eredménnyel
mergepairs el klbza meghivja sajat magat.

m3: n paratlan, ez azt jelzi, hogy az argumentumként atadcedt diksd
két eleme nem egyforma hosszu lista, ezért az argumentumot
mergepairs el kloza valtoztatas nélkil visszaadja@hivo
sorting  -nak.

m4: n=0, az 6sszes listak listajat olyan listava kell 6sszefuttatn
amelynek egyetlen lista az eleme.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév

(Funkcionalis programozas)
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Simarendezeés

@ Az applikativ simarendezeésrfiooth sortplgoritmusa O’Keefe alulrdl folfelé haladé
rendezéséhez hasonld, de nem egyelem listakat, haneskvwddutamokatallit elo.

@ Ha a futamok szama-t0l figgetlen, azaz a lista majdnem rendezve van, akkor aziatgus
végrehajtasi idejé(n), és a legrosszabb esetben is legfeljebb ¢3ak- log n).

(* nextrun (run, xs) = olyan par, amelynek els 0 tagja xs egy
ndvekv 6 sorrendi futama, masodik tagja
pedig xs maradéka

nextrun : int list * int list -> int list * int list
%)
fun nextrun (run, Xx:xs) =
if Xx < hd run
then (rev run, X::Xs)
else nextrun(x::run, Xs)
| nextrun (run, []) = (rev run, [])

@ nextrun eredménye egy par, amelynekdétagja a futam (egy névekvszamsorozat), a masodik
tagja pedig a rendezeadista maradéka.

@ A futam csdkked sorrendben@vil, kilépéskor a futamot meg kell forditani.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév (Funkcionélis programozas)
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Simarendezés (folyt.)

@ smsorting a futamokat ismételten @hllitja és dsszefuttatja:

(* smsorting(xs, Iss, k) = a még rendezetlen xs lista elemeit

berakja a rendezett részlistak 6sszesen

mar k elemet tartalmazo Iss listajaba
smsorting : int list * int list list * int -> int list

PRE: k >= 0
b,

fun smsorting (x::xs, Iss, k) =

let val (run, tail) = nextrun([x], xs)

in smsorting(tail, mergepairs(run::lss, k+1), k+1)
end

| smsorting ([], Iss, k) = hd(mergepairs(lss, 0))

@ (* smsort xs = az xs elemeinek <= szerint rendezett listaja
smsort : int list -> int list

")

fun smsort xs = smsorting(xs, [], 0)

@ A simarendezés egy valtozatart

néven megtalalhatolastsort  konyvtarban.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2006szi félév

(Funkcionalis programozas)



