FUNKCIONALIS PROGRAMOZAS

Bevezeb FP-1..12-3

Torténeti attekintés

Funkciondlis programozasi nyelvek

@ 1930-40-es évekAlonzo Church:A-kalkulus

@ LISP (LISt Processing), 1950-es évek vége, MIT, US, John dt@; tipus nélkdli
@ bizonyos logikai kifejezések (Un. rekurziv egyenletelgziglasara
@ szimbolikus kifejezések kezelésére

@ ML (Meta Language), Edinborough, GB, 1970-es évek kdzdpasbs

@ Scheme, 1975, MIT, US; tipus nélkli

@ SML (Standard Meta Language), 1980-as évek vége; tipusos

@ Miranda, 1980-as évek; tipusos

@ Haskell, 1990-es évek, US; tipusos

@ Common LISP, 1994, ANSI standard; tipus nélkuli

@ Clean, 1990-es évek kozepe, Nijmegen, NL; tipusos

@ Alice, 2003, Saarbriicken, DE; tipusos
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Bevezeb FP-1..12-2
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Irodalom: [SICP] Abelson, Sussman & Sussmatructure and Interpretation of Computer
Programs,The MIT Press, 1996
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Bevezeb FP-1..12-4

Funkciondlis programozéas

Ami kézos a funkcionalis nyelvekben
@ Rekurziv eljarasok (figgvények)
@ Rekurziv adatstruktirak

@ Eljarasok (figgvények) kezelése adatként

A kovetked hetekben
@ szamitasi folyamatokkals az altaluk kezetidatokkalfoglalkozunk,
@ programjainkat — a folyamatokat vez&dzabdlyrendszert — az SML funkciondlis nyelven irjuk
@ eszkoziihz MOSML vagy a PolyML értelme#/forditot hasznaljuk,

@ az absztrakciorol, modellezéérprogramstruktirarél tanulandék mas programozasiveyel
hasznélatakor is hasznosak lesznek.
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ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)

Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal) — FP-1..12-

Példak az MOSML hasznélatara

Az SML értelmed is Un.read-eval-printciklusban dolgozik. A kiértékelégya) a; , majd azenter
leutésére kezutlik el.

Moscow ML version 2.00 (June 2000)
Enter ‘quit();’ to quit.

- 486;

> val it = 486 : int
- 2.3-0.3;

> val it = 2.0 : real
- "te"Mxt";

> val it = "text" : string
- op+(482,4);

> val it = 486 : int
- #'A'< #"a";

> val it = true : bool
- val it = 486;

> val it = 486 : int

Minden kifejezés kiértékelése valdjabariékdeklaracio:ha nem adunk meg mas nevet, az SML a:
it nevet koti az adott kifejezés értékéhez.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-

Programelemek

Minden hasznalhaté programozasi nyelvben haromféle nmézhas van a szamitasi folyamatok és
adatok leiraséara:

@ kifejezések

@ Osszetételi eszkdzok

@ absztrakcios eszkdzok (pl. névadas)

Kifejezések az SML-ben

@ elemiek: nevek, tovabba allandok (jeldlések), 486, 2.0 , "text" , #"A"

@ Osszetett kifejezések, p182+4,2.3-0.3 , "te"™"'xt" ,0p+(482,4) ,#"'A"< #"a"

Megjegyzésekk és# Un. tapado irasjelek, ezért kdzéjuk szokozt kell rakni ddhn. Azop
kulcssz6 egy infix helyzetli operatort atmenetileg prefiyzetiivé tesz.

Osszetételi eszkdzok
@ operétor (miveleti jel, figgvényjel)
@ operandus (formalis paraméter)
@ argumentum (aktudlis paraméter)

@ rekurzié
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal) — FP-1..12-

Névadas, (globdlis) kérnyezet

Egy értékdeklaraciévakgy nevet kotiink egy értékhez:

- val size = 2;
> val size = 2 : int

- b*size;

> val it = 10 : int
-val ||| = 3

> val ||| = 3 :int
-l * size;

> val it = 6 : int
Megjegyzés] és* Un. tapado irasjelek, ezért kozéjuk szokozt kell rakni dadghn.
Egy név lehet:

@ alfanumerikus (az angol abécé kis- és nagybétiide_ és a jelekidl allhat, betlivel kell
kezdbdnie),
@ irasjelekidl all6 (huszféle irasjel hasznalhato).
A névadas legegyszer(ibb absztrakcios eszkéz (a programozasiekypen is).
A név—értékpart az SML a ,memoridjaban”, az un. globdtisrnyezetberérolja. Ké$bb latni fogjuk,
hogy vannak Un. lokalis kdrnyezetek is.
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Absztrakcei6 fliggvényekkel (eljarasokkal) — FP-1..12-

Nevek képzési szabalyai

@ Alfanumerikus név: kis- és nagybet(ik, szamjegyek, p&kijé ) és alahtzas-jelek § olyan
sorozata, amely betlivel vagy percjellel kédik

@ Példak:itothGyorgy Toth_3_Gyorgy toth’gyorgy ’gyurika
@ Percjellel kezddb név csak tipusvaltozét jeldlhet.

@ [rasjelekidl all6 név: az alabbi 2€apadoirasjel tetstleges, nem (ires sorozata
1% & $#+-/:<=>2@\~""|*
@ példaki++ <-> ||| ## |5

@ Specidlis a szerepe az aldbbi fenntartott jeleknek

Orr{y.

@ Mas jelentés nem rendelltedz alabbi fenntartott nevekhez és jelekhez

abstype and andalso as case do datatype else end eqtype excep tion
fn fun functor handle if in include infix infixr let local non fix
of op open orelse raise rec sharing sig signature struct stru cture
then type val where with withtype while : @@ > _ | = = -> #
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

A beépitett operatorok és precedenciajuk

Az alabbi tablazatbawordint , numésnumtxt az alabbi tipusnevek helyett alinak.
wordint  =int ,word, word8
num=int ,real ,word,word8
numtxt =int ,real ,word,word8,char , string

Prec.| Operator Tipus Eredmény Kivétel
7 * num * num -> num szorzat Overflow
/ real * real -> real hanyados Div , Overflow

div, mod wordint  * wordint -> wordint
quot, rem |int * int -> int

hanyados, maradékDiv , Overflow
hanyados, maradékDiv , Overflow

6 +, - num * num -> num 0sszeg, killénbség Overflow
n string * string -> string egybeirt széveg | Size

5 5 ‘a * ’'a list -> ’a list elemmel Bvitett lista (jobbra kot)
@ ‘a list * 'a list -> 'a list Osszeflizott lista (jobbra kot)

4 = <> a * "a -> bool egyenb, nem egyerd
<, <= numtxt * numtxt -> bool kisebb, kisebb-egyedl
> >= numtxt * numtxt -> bool nagyobb, nagyobb-egyehl
3 = ‘a ref * 'a -> unit értékadas
o (b ->'c) * (a -> 'b)-> (a -> 'c¢) két fuggvény kompozicidja
0 before ‘a*'’b ->"a a bal oldali argumentum
div —oo, quot O felé kerekitdiv ésquot , ill. modésrem eredménye csak akkor azonos, ha ke

operandusuk azonoségli (mindketd pozitiv, vagy mindketi negativ).
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

Egyszer( adattipusok

Tipusnév Megnevezés Konyvtar
int eléjeles egész Int

real racionalis (valos) Real
char karakter Char
bool logikai Bool
string fuzér String
word eléjel nélkili egész Word
word8 | 8 bites ebjel nélkili egész Word8
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Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

Kulénleges allanddk

@ Elbjeles egész allando
Példak: 0 ~0 4 ~04 999999 OxFFFF ~Ox1ff
Ellenpéldak: 0.0 ~0.0 4.0 1E0 -317 OXFFFF -Oxiff

@ Racionalis (valds) allandé
Példak: 0.7 ~0.7 3.32E5 3E~7 ~3E~7 3e~7 ~3e~7
Ellenpéldak: 23 .3 4.E5 1E2.0 1E+7 1E-7
@ El6jel nélkili egész allandé
Példak: ow0 Ow4 0w999999 OwxFFFF Owx1ff
Ellenpéldak: Ow0.0 ~0w4 -Ow4 Owl1EO OWXFFFF OWxXFFFF

@ Karakterallandd: # jelet kdzvetlendl kovet, egykarakteres flizérallandé (1. a kdvetkéapon).
Példak: #a"  #\n" #'\Z" #"\255" #\"
Ellenpéldak: # "a" #c #m #a

@ | ogikai allandd: csupan kétféle lehet.

Példak: true false
Ellenpéldadk: TRUE False 0 1
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

Kilénleges allanddk, escape-szekvenciak

@ Flzéralland6: idégelek (') kozott all6 nulla vagy tobb nyomtathatd karakter, szokégyh
jellel kezdbdd escape-szekvencih a tablazatot).

@ Escape-szekvenciak

\a Csengjel (BEL, ASCII 7).

\b Visszalépés (BS, ASCII 8).

\t Vizszintes tabulator (HT, ASCII 9).

\n Ujsor, soremelés (LF, ASCII 10).

\v Fugdileges tabulator (VT, ASCII 11).

\f Lapdobas (FF, ASCII 12).

\r Kocsi-vissza (CR, ASCII 13).

\"c Vezérb karakter, ahob4 < ¢c <95 (@ ..._), é3 "c ASCII-kédja 64-gyel

keveseblr ASCII-kédjanal.

\ ddd A dddkodu karakter d decimalis szamjegy).

\u xxxx Az xxxxkodu karakterx hexadecimalis szamjegy).

\" Idédjel ().

\\ Hatratort-vonal \().

\ f--- f\ Figyelmen kivll hagyott sorozaf.- - - f nulla vagy tobb formazokaraktert
(sz6kdz, HT, LF, VT, FF, CR) jelent.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

Névtelen fuggvény, figgveny definidlasa

Névtelen fliggvény-jeldléssel: pl(fn x => x*x)
Névtelen fuggvény alkalmazéasa: ffh x => x*x) 2

@ Az fn -t lambdanalolvassuk.
@ Az x afuggvény formalis paramétere (lokalis [érvény(i] név!).
@ Az x*x aflggvény torzse.
@ A 2 afliggvény aktudlis paramétere.
Névadas fliggvényértéknek (azaz fiiggvénynév deklaralasa)
val square = fn x => x * X
val sumOfSquares = fn (X, y) => square x + square y

val f = fn a => sumOfSquares(a+l, a*2)

A felhasznal¢ altal definialt figgvények ugyanigy haszaték, mint a bel§ (beépitett) fliggvények.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas)

Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

Osszetett kifejezés kiértékelése

Egy Osszetett kifejezést az SML két [épésben értékel kizamamoha kiértékelés)

1. elészor kiértékeli az operatort (mliveleti jelet, fliggvéagf) és argumentumait (aktualis
paramétereit),

2. majd alkalmazza az operatort az argumentumokra.
VegyuUk észre, hogy ez a kiértekelési szabaly azért ilyeszmgyi, mert rekurziv.
Az egyszeri kifejezések kiértékelési szabalyai:

1. az allanddk (jeldlések) értéke az, amit jeldlnek,

2. a bel® (beépitett) mlveletek a megfdaiépi utasitdsokat aktivizaljak,

3. a nevek értéke az, amihez a kdrnyezet koti az adott nevet.
Megjegyzés: a 2. pont a 3. pont specialis esetének is tedtinth

Példa:

(2+4*6)*(3+5+7) = op*(op+(2,0p*(4,6)),0p+(0p+(3.5),7) )

A kifejezéseket Un. kifejezésfaval abrazolhatjuk (las@Bben). A levelek operatorok vagy primiti
kifejezések (allandok, nevek). A kiértékelés soran azamdusok alulrél folfelé ,terjednek”.
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Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

Tovabbi példak SML-fuggvények definidlasara

Egyszeres Hamming-tavolsagu ciklikus kodallitasa

@ A fluggvényt pl.tablazattaladhatjuk meg: O¢01 fn 00 => 01
01|11 | 01 => 11
11|10 | 11 => 10
10/ 00 | 10 => 00

@ Valtozatok (,kl6zok™): minden lehetséges esetre egy \zto
@ Az fn (olvasd:lambdg névtelen fuggvényftiiggvénykifejezésezet be.
@ A fliggvény néhany alkalmazéasa:

@ (fn 00 => 01 | 01 => 11 | 11 => 10 | 10 => 00) 10

@ (fn 00 => 01 | 01 => 11 | 11 => 10 | 10 => 00) 11

@ (fn 00 => 01 | 01 => 11 | 11 => 10 | 10 => 00) 111
@ Mintaillesztés, (egyiranyl) egyesités

@ Erthet, de nem robosztus (ui. ez a fiiggvéaycialis fliggvény).
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

Tovabbi példak SML-figgvények definidlaséara (folyt.)

Modulon alapu inkrementalas (ph. = 5)
@ A fuggvényt altalabamlgoritmussaladjuk meg (nem tablazattal), egyébként

@ az argumentum nem lehetne valtozo,
@ t0l sok valtozatot kellene felirni stb.

@fni=>(G+ 1) mod5
@ azi an.kotott valtozda névtelen figgvény argumentuma
@ A figgvény néhany alkalmazasa:

@ (fni=>(G+ 1) mod 5) 2
@ (fni=>( + 1) mod 5) 4

@(fni=>(@(+ 1) mod 5) 3.0 — Hiba!
@ Ez afiggvény definidlhato két klbzzal is (a sorrend fontos!)
fnd=>0]i=>i+1

@ Az SML (a Prologgal ellentétben) mindig csakelgb6illesztheb kl6zt hasznalja!

@ A fuggvény egyik valtozata sem robosztus. Melyik a szeréseisb?
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1
Fejkomment

irjunk deklarativ fejkommentehinden (fliggvény)érték-deklaraciohoz!

@ (* kovKod cc = az egyszeres Hamming-tavolsagu, kétbites,
ciklikus koédkészlet cc-t kdvet 6 eleme
PRE: cc € {00, 01, 11, 10}

*

)

fun kovKod 00 01
| kovKod 01 11
| kovKod 11 = 10
| kovKod 10 = 00

@ PRE= precondition, ebfeltétel

@ PRE: cc € {00, 01, 11, 10} jelentése: &ovKod fliggvénycc argumentuméanak a
{00, 01, 11, 10} halmazbeli értéknek kell lennie, ellenkegsetben a fuiggvény eredmén
nincs definiélva.

@ (* incMod i = (i+1) modulo 5 szerint
PRE: 5 >i>=0
*)
fun incMod i = (i+1) mod 5
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-1

Flggveényérték névhez kotése (fliggvényérték deklarélasa)

@ Lattuk, hogy nevet fliggvényértékhez ugyanugy kéthetinkt blirmely mas értékhez.
@ val kovkod = fn 00 => 01 | 01 => 11 | 11 => 10 | 10 => 00
@val incMod =fn 4 =>0|i=1i+1

@ Szintaktikus édediszerrel fun )

@ fun kovKod 00 = 01
| kovKod 01 = 11

| kovKod 11 = 10

| kovKod 10 = 00
@ fun incMod 4 = 0

| incMod i =i + 1

@ Alkalmazasuk argumentumra

@ kovKod 01
@ incMod 4
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Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2
A figgvény mint érték

@ A fuggvény ,teljes joguffirst-class)érték a funkcionalis programozasi nyelvekben
@ A fluggvény tipusa altalabam: — (3, ahol aza az argumentum, & az eredmény tipusat jelol
@ A fluggvény maga is: értéleliggvényérték.
@ Fontos: a figgvényértékema fliggvény egylkalmazasanakz eredménye!
@ Példak fuggvényértékre
@ sin (a tipusavalés— valég
@ round (a tipusavalés— egésy
@ o (fliggvénykompozicié; a tipus&(s — ) * (« — ) — (@ — 7))
@ Példak fuggvenyalkalmazasra
@ round 5.4 = 5, azaz egyegészipusu érték az eredménye ennek a fuggvényalkalmazéasr
@ round osin (a tipusavalos— egésy
@ (round osin)l.0 = 1 (a tipusaegésy
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2

Két- vagy tdbbargumentumu fliggvények

@ Flggvény alkalmazéasa két vagy tdbb argumentumra

1. Az argumentumokabsszetett adatnak parnak, rekordnak, listanak sth. — tekintjik
@ pl. f(1,2) az f fuggvény alkalmazasat jelenti &z 2) parra,
@ pl. f[1,2,3] az f figgvény alkalmazasat jelenti az 2, 3] listara.

2. A fuggvényt tobb egymas utani Iépésben alkalmazzuk az asgtumokra, plf 12 = (f 1) 2
azt jelenti, hogy
@ az eld lépésben af fuggvény alkalmazzuk azértékre, ami egyuggvényt ad eredményt
@ a masodik lépésben az éle&pésben kapott fliggvényt alkalmazzuk értékre, igy kapjuk

meg azf 1 2 fuggvényalkalmazéas (vég)eredményét.

@ Az f 12 esetben az fuggvénytrészlegesen alkalmazhdiiggvénynek nevezzik.

@ A programozé szabadon ddnthet, hogy a fliggvényt részlegekalmazhato vagy pl. egy parra
alkalmazhato formaban irja meg. A kulonbsEgka szintaxisban van. A részlegesen
alkalmazhaté véltozat, mint latni fogjuk, rugalmasabbaszmalhat6.

@ Infix jeldlés: x ¢ y = a® fuggvény alkalmazasa dz, y) parra mint argumentumra. Az infix
operator balra vagy jobbra két.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2

Flggvények alkalmazasa az SML-ben

@ Az SML-ben aZf és aze tetsdlegesnévlehet, amelyeket megfef@nszeparalnikell egymastol:
f e, vagyf(e) ,vagy(fe

@ Szeparétor: nulla, egy vagy tolitrmazokarakter (J, \t, \n stb.). Nulla db formazé karakter
elegend pl. a (ebtt és a ) utan.

@ FONTOS! A szeparator a legisebb balra k@ infix operator (!) az SML-ben.

@ Példak:
Math.sin 1.00 (Math.cos)Math.pi round(3.17)
2 +3 (real) (83 + 2 * b5)

@ Flggvények egy csoportositdsa az SML-ben

@ Beépitett fuggvények, pk, * (mindkett infix), real ,round (mindket® prefix)
@ Konyvtari fuggvények, plMath.sin , Math.cos , Math.pi (0 argumentumu!)
@ Felhasznal¢ altal definialhat6 fuggvények,sguare ,/\ , head
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ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)

Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2

A figgvényalkalmazas kiértékelése

Egy felhasznaldi fliggvényeket tartalmazo kifejezést azétett kifejezéshez hasonldan értékel ki ¢
SML. Ott hallgatélagosan feltettiik, hogy az SML tudja, hagwlkalmazza a beifliggvényeket az
aktudlis paramétereikre.

Ezt most azzal egészitjik ki, hogy az SML egy fuggvény allkelasakor

@ a fliggvény torzsében a formalis paraméterek dsspésrdlilasat lecseréli a megfefehktudlis
paraméterre, majd kiértékeli a fliggvény torzsét.

Nézzik af 5 kifejezés kiértékelését! Minden Iépésben egy részkitsjeegy vele egyenértéki
kifejezéssel helyettesitiink.

f 5 — sumOfSquares(5+1, 5*2) — sumOfSquares(6, 5*2) —
sumOfSquares(6, 10) — square 6 + square 10 — 6*6 + square 10 —
36 + square 10 — 36 + 10*10 — 36 + 100 — 136

(val sumOfSquares = fn (x, y) => square x + square y yval square = fn x => x * x )

A fuggvényalkalmazas itt bemutatdtelyettesitési modellje egyenbk helyettesitése egyéiidkel,
equals replaced by equalssegiti a fliggvényalkalmazgentéséneknegértését. Olyan esetekben
alkalmazhato, amikor egy fliggvény jelentése fliggetlenraygrzetébl.

Az értelmedk/forditok rendszerint méas, bonyolultabb modell szemiikodnek.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2

Applikativ sorrend (moho kiértékelés), normal sorrendtgukiertékelés

@ Az Osszetett kifejezés kiértékelésénél leirtak szerir@Mt elészor kiértékeli az operatort és
argumentumait, majd alkalmazza az operatort az argumehianEzt a kiértékelési sorrendet
applikativ sorrend{{applicative order) vagmohdé(eager) kiértékelésnek nevezziik.

@ Van més lehéiség is: a kiértékelést addig halogatjuk, ameddig csakdépes. Eznormal
sorrend@i(normal order)sziikség szerin(by need) vagyusta (lazy) kiértékelésnek nevezziik.

Nézzukf 5 kiértékelését, ha az SML lusta kiértékelést alkalmazna:

f 5 — sumOfSquares(5+1, 5*2) — square(5+1) + square(5*2) —
(5+1)*(5+1) + (5*2)*(5*2) — 6%(5+1) + (5*2)*(5*2) — 6%6 + (5*2)*(5*2)
— 36 + (5*2)*(5*2) — 36 + 10%(5*2) — 36 + 10*10 — 36 + 100 — 136

@ |gazolhato, hogy olyan fiiggvények esetén, amelyek jebémigk megértésére a helyettesitési
modell alkalmas, a kétféle kiértékelési sorrend azonadneéayt ad.

@ Vegylk észre, hogy sziikség szerinti kiértékelés mellefidgban egyes részkifejezéseket akal
kétszer is ki kell értékelni.

@ Ezen jobb értelmeik/forditdk (pl. Alice, Haskell) Ugy segitenek, hogy az aas
részkifejezéseket megjeldlik, és amikor egy részkifejee®szor kiértékelnekaz eredményét
megjegyzika tobbi ebfordulasakor pedig ezt az eredményt veszik & mddszer hatranya a
nyilvantartas szikségessége. Ma altalaban ezt neleestékkiértékelésnek.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2

Feltételes kifejezések, logikai miiveletek, predikatlrgfolyt.)

Lassunk néhany példat!

X < 0 then ~x
else if x > 0 then x
else 0

val absolute = fn x => if

X < 0 then ~x
else X

val absolute = fn x => if

use "sumOfSquares.sml";
val sumOfSquaresOfTwoLarger =

fn (xy,z) =>
if X < y andalso x < z then sumOfSquares(y, z)
else if y < x andalso y < z then sumOfSquares(x, z)
else sumOfSquares(x, Y);

Predikdtumnalaz olyan fliggvényt nevezzik, amelynek logikao¢l tipusua) érték az eredménye, |

val isAlphaNum = fn ¢ =>

#'A" <= c andalso ¢ <= #"Z" orelse
#"'a" <= c andalso c <= #"z" orelse
#'0" <= c andalso c <= #"9"
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2

Feltételes kifejezések, logikai miiveletek, predikatimo

@ Tipusnév:bool , adatkonstruktorokfalse ,true , beépitett fliggvénynot .
@ |usta kiértékelésbeépitett miveletek (specialis nyelvi elemek!)

@ Harom argumentumdf b then el else e2
Nem értékeli ki az2-t, ha ab igaz, ill. azel-et, ha & hamis.

@ Két argumentumuak:
el andalso e2 :nem értékeli ki az2-t, ha azel hamis.
el orelse e2 :nem értékeli kiaz2-t, ha azel igaz.

@ Mind a harom logikai m{ivelet csupén szintaktikus édezier!

@ if b then el else e2 =(fn true => el | false => e2) b
@ el andalso €2 = (fn true => e2 | false => false) el
@ el orelse e2 = (fn true => true | false => e2) el

@ Tipikus hiba:if ~ exp then true else false m
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Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2

Feltételes kifejezések, logikai miiveletek, predikatlrgfolyt.)

@ Nyilvanval6: andalso ésorelse kifejezhet if-then-else -szel is.

=el andalso e2
=el orelse e2

@ if el then e2 else false
@ if el then true else e2

@ Hasznaljuk aandalso -t és azorelse -tazif-then-else helyett, ahol csak lehet:

olvashat6bb lesz a program.
@ |usta kiértékelésii fliggvényt a programozé nem definidbh&8ML-ben. Az SML, miditt egy
fuggvényt alkalmazna az (egyszer(i vagy osszetett) angiummera, kiértékeli.

@ Az andalso és azorelse moho kiértékelésthegfelebi:

*&& (@, b)=aNb *Il @& b)y=aVhb
&& : bool * bool -> bool || : bool * bool -> bool

“) )
fun op&& (a, b) = a andalso b; fun op|| (a, b) = a orelse b;
infix 2 && infix 1 ||

@ infix prec névl név2 :anévl név2 fuggvényekeprec
precedenciaszintinfix helyzet(, balra kdt operatorraalakitja.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-2

Négyzetgydkvonas Newton-modszerrel

@ A funkciondlis nyelvi figgvények sokban hasonlitanak aemsttikai figgvényekhez: egy vagy
tobb argumentumtdl fudpértéket adnak eredményiil. Egy dologban azonban mindpakép
kilonbdznek: a funkciondlis nyelvi fliggvényeknieitékonyaknals kell lennitk.

@ Nézzik pl. a négyzetgyok kovetkedefiniciojat:/z = y, aholy > 0 ésy? = z.
@ Ez az egyenletrendszer alkalmas pl. annak élieésére, hogy egy szam egy mésiknak a
négyzetgyoke-e, de nem alkalmas a négyzetgydéliéasara.

@ A matematikai figgvénnyel egy bizonyos tulajdonsédgitlaralunk,a funkcionalis nyelvi
fuggvénnyel (eljarassal) azt is megmondjbkgyan kell kiszamitarsiz adott értéket. (A
deklarativ programozas tehat csak az imperativ prograshozéépestekinthet deklarativnak.
V6. MIT és HOGYAN.)

@ A négyzetgyokszamitas legismertebb médszesaukcessziv approximéaciba azy azx
négyzetgyokének egy kozelitése, akkoyas azx /y atlaga a négyzetgyok egy jobb kozelitése
lesz. A lépéssorozat akkor fefisdik be, amikor a kézelit értéket mar elég jonak tartjuk.

@ irjuk le ezt az algoritmust SML-nyelven (. kévetkidia)!
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-3

Négyzetgyokvonas Newton-maodszerrel (folyt.)

@ Sajnos, gond van a deklaraciék sorrendjével, az SML ugyamtigyényli, hogy egy deklaracié
jobb oldalan minden kifejezésnek legyen értéke.

@ Ha a deklaraciok sorrendjét megforditjuk, a programsz&esgsbé hiien tikrozi a kdvetett
madszert.

@ Megoldast az Uregyideji deklaracigelent, amely ébb beolvassa, majd egyidejlileg dolgozza
az Osszes deklaraciot. Az egyidejlleg deklaralni kivétékéket azand kulcsszéval kell
elvalasztani egymastal.

val rec sqrtlter =
fn (guess, x) => if goodEnough(guess, x)
then guess
else sgrtlter(improved(guess, x), X)
and improved = fn (guess, x) => average(guess, x/guess)
and average = fn (x, y) => (x+y)/2.0
and goodEnough = fn (guess, x) => abs(square_r guess - x) < 0.0 01
and square_r = fn (x : real) => x * x
val sgrt = fn x => sqrtlter(1.0, Xx)
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-3

Négyzetgydkvonas Newton-maddszerrel (folyt.)

val rec sgrtlter =
fn (guess, x) => if goodEnough(guess, x)
then guess
else sqrtlter(improved(guess, x), X)

@ |ttarec kulcssz6 arra utal, hogy az értékdeklaraekurziv a most deklaralt nevétasznaljuka
deklaracio jobb oldalan, a figgvény definiciojaban.

@ A megoldési stratégiankat jol tikrozi a fenti programrészEzt a stilustolilrél lefelé haladé
(top down) modszernek nevezik. Kezdetben nem foglalkozurdszletekkel, feltessziik, hogy
minden megvan, amire sziikséglink van, legfeljebibliésnegirjuk.

Most tehat definidlnunk kell még néhany részletet.

val improved = fn (guess, X) => average(guess, x/guess)

val average = fn (X, y) => (x+y)/2.0

val goodEnough = fn (guess, x) => abs(square_r guess - x) < 0.0 01
val square_r = fn (x : real) => x * x

Végul meg kell hivnunk azgrtiter fuggvényt a négyzetgyok ékozelid értékével.

val sqrt = fn x => sqrtlter(1.0, x);
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-3

Négyzetgyokvonas Newton-maddszerrel (folyt.)

@ Eddigi absztrakcids eszkdzeink (a névadas, a fliggvéngljiiras jok a dolgoknegnevezésérde
alkalmatlanok bizonyogészletek elrejtésére.

@ Elrejtésre az SML-ben tébb eszkdzlink is van, a legal@iemaga a fliggvény, és ilyen a
Jkifejezés lokalis érvényi deklaracioval” (rovidebbéifejezés lokalis deklaracioval”),
masnévertet -kifejezés specialis nyelvi elem is.

@ let -kifejezést hasznalunk akkor is, ha isndélh részkifejezéseketsak egyszemkarunk

kiszamitani.
@ Szintaxisa: let d ahol d egy nemires deklaraciésorozat,
in e . e
e egy nemures kifejezés.
end ay ]

A tovabbiakban a fliggvénydefiniciékafun ,szintaktikai édestiszerrel” talaljuk.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-3

Négyzetgydkvonas Newton-modszerrel (folyt.)

fun sqrt x =
let fun sqrtliter (guess, x) = if goodEnough(guess, x)
then guess
else sqrtlter(improved(guess, X),X)
and improved (guess, X) = average(guess, x/guess)

and average (x, y) = (x+y)/2.0
and goodEnough (guess, x) = abs(square_r guess - x) < 0.001
and square_r (x : real) = x * X
in
sqrtiter(1.0, x)
end

@ Az SML-ben a nevelszdvegkornyezettdl figgbvényességi és lathatésagi szabalyai hasonlée
mas programozasi nyelvekben megszokottakhoz.

@ Az sqrt  fliggvényx formalis paramétere példaidthatda fliggvény torzsében definialt
fuggvényekben is, hacsak egy azonos nevl formalis paesreiétem fedi. Azsqgrt -benlokalis
x globalis [érvény(i] névkértasznalhat6 a lokalis fuggvénydefiniciokban.

@ Areal tipusmegkotéslhagyhatd: az SML a szovegkornyezdtkitalalja a paraméter tipusat.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-3

Eljarasok (figgvények) és folyamatok

@ Az eljarasok (fliggvények) olyamintdk amelyek megszabjék a szamitasi folyamatok
(processzek) menetébkalis viselkedését.

@ Egy szamitasi folyamaglobalisviselkedését (pl. a szilkséges |épések szamat, a végeeidith
altalaban nehéz megbecsiuni, de térekedniink kell ra.

Linearis rekurzio és iteracio
@ A faktorialis matematikai definicijanak hii tikorképe &bai SML-program:
(* PRE : n >= 0 %)

0l=1 fun factorial 0 = 1
n!l =n(n —1)! | factorial n = n * factorial(n-1)

@ Ha a helyettesitési modelliinket alkalmazzuk, lathatjaigyha program altal Iétrehozott folyame

az dsszes ténydzn-t6l 1-ig eltarolja, miebtt az el§ szorzast végrehajtana (,késlelteti” a
szorzasokat) — a folyambnearis-rekurziv folyamat.

@ Ha ehelyett 1-et szoroznank 2-vel, majd a részszorzatekal34-gyel s.i.t., akkor az érték
meghaladéasakor az utolsé részszorzat épplaktorialisa lenne! Ehhez a programban sziikség
van egy olyarformdlis paraméterrdtkp. lokalis valtozéra), amely tarolja a részszorzat aksu
értékét, és egy masikra, amelyd-t-ig szamlal. A létrehozott folyaméinearis-iterativ folyamat.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-3

Négyzetgydkvonas Newton-maddszerrel (folyt.)

A konnyitett valtozat:

fun sgrt x =
let fun sqrtiter guess = if goodEnough guess
then guess
else sqrtlter(improved guess)
and improved guess = average(guess, x/guess)
and average (x, y) = (x+y)/2.0
and goodEnough guess = abs(square_r guess - x) < 0.001
and square_r x = X * X
in
sqrtiter 1.0
end;
Azzal, hogy értelmes nevet adtunk az egyes programelerkgkdenyebbé, egyszeriibbé tettiik
@ ,az Ugyek szétvalasztasavdBeparation of concerng) program kidolgozasat,
@ a jovBbeli olvasdknak a megértését,

@ a javitasat (ha a segédfiiggvényeknek ninesetékhatasuka specifikacié megtartasa mellett
barmikor lecserélhék).

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-3

Lineéris rekurzio és iteracio (folyt.)

fun factorial n =
let fun factlter (product, counter) =
if counter > n
then product
else factlter(product*counter, counter+1)
in
factlter(1, 0)
end
@ factlter vilagosabb szerkezet(i valtozatat kapjuk, ha a szamEfiglt szamlaltatjuk.
(* PRE : n >= 0 %
fun factorial n =
let fun factlter (product, 0) =
product
| factlter (product, counter) =
factlter(product*counter, counter-1)
in
factlter(1, n)
end
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-3

Eljarasok (fuggvények) és folyamatok

@ Ne tévesszik 6ssze egymassal a rekurziv (szamitési) fatphes a rekurziv fliggvényt (eljaras

@ Egy rekurziv fliggvény esetén csupéan a szintaxisrél vanasedl, hogy hivatkozik-e a fliggvény
(eljaras) bnmagara.
@ A folyamat esetében viszont a folyamat men@étdefolyasarol beszélunk.

@ Ha egy fliggvényobbrekurziv (tail-recursive)a megfeled folyamat — az értelmé#forditd
josagatol figgen — még lehet iterativ.

Még visszatériink az ,absztrakcio fliggvényekkel” témakértle most témat valtunk:
megismerkediink paraméteres polimorfizmdsegalmaval, majd egy nagyon funkcionalis
adatszerkezettel, a listaval foglalkozunk.
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Polimorfizmus ~ FP-1..12-39

Polimorfizmus

@ Nézzik az identitasfuggvényfun id x = x
@ Miaz x tipusa? TetdHeges, tipuséfpusvaltozgeldli: val 'a id = fn : 'a -> 'a
@ id polimorf fliggvényt jeldlx ésid politipusunevek.
@ A percjellelkezdddd tipusnév (plia , olvasdalfa): tipusvaltozo
@ Nézzik az egyebkégfiggvénytfun eq (x, y) = x = y
@ Miazx ésy tipusa? Tetddeges, tipusat szintéfpusvaltozgeloli:
val "a eq = fn : "a * "a -> bool
@ A kétpercjellel kezédb tipusnév (pl’a , olvasdalfa) az un.egyenléségi tipus valtozéja
Polimorfizmus tobbféle valtozatban fordubed programozasban.

@ Egy polimorf névegyetlenolyan algoritmust azonosit, amely tefézges tipusi argumentumra
alkalmazhato; ez paraméteres polimorfizmus

@ Egytobbszordsen terhelt nédbb kilénb6z6 algoritmust azonosit: ahany tipusd argumentum
alkalmazhato, annyifélét; ez ar-hocvagytdbbszoros terhelésemlimorfizmus.

@ A polimorfizmus harmadik valtozata &zoklédéses polimorfizmigo. pl. objektum-orientalt
programozas). Az Grgenericitasis tekintheb az 6rokbdéses polimorfizmus egy valtozatanak.
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Listak  FP-1..12-41

Lista: definicidk, adat- és tipuskonstruktorok

@ Definiciok
1. A lista azonos tipusu elemek véges (de nem korlatos!) sorozata.
2. A lista olyanrekurzivlinearis adatszerkezet, amely azonos tipusu eledieih és
@ vagy ures,
@ vagy egy elembl és az elemet kovétistabdl all.
@ Konstruktorok

@ Az Ures lista jele il adatkonstruktorallandérévidenallandé.

@ Anil helyett altalaban § jelet hasznaljuk (szintaktikus éddssrer).

@ Anil tipusa’a list

@ Az’a tipusvaltozoieldl, alist  -ettipuskonstruktornakevezzik.

@ A :: adatkonstruktorfliggvényj listat hoz létre egy elentt és egy (esetleg Ures) listabol.

@ A tipusaa * 'a list -> 'a list , infix pozicioju, 5-6s precedencidju, jobbra ki
Infix pozici6ja miattadatkonstruktoroperatornais nevezziik.

@ A -otnégyespontnakagyconsnak olvassuk (véconstructorami ennek az
adatkonstruktorfiiggvénynek a hagyomanyos nekekalkulusban és egyes funkcionalis
nyelvekben).
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Listdk ~ FP-1..12-43

Lista: fej (hd), farok ¢l )

@ A nemdures lista efseleme a listdeje

* hd : 'a list -> 'a
hd xs = a nemires xs els 0 eleme (az xs feje)

*

fun hd (x = ) = x;
@ A nemdires lista efsutani elemeibl all a listafarka.

(* tl : ’a list -> ’a list
tl xs = a nemires xs els 6 utani elemeinek az eredetivel
azonos sorrendi listaja (az xs farka)

*
fun tl (_ 1 xs) = xs;

@ hd éstl parcialis fuiggvények. Ha kényvtarbeli megfeteket (List.hd ,Listtl ) Ures
listara alkalmazzukEmpty névenkivételtjeleznek.

@ Az _ (aldhlzés) az imindenesjelazaz a mindenre illeszkédninta. Figyelem: a mindenesjel
kifejezésben — pl. egyeddégjel jobb oldalan — nem hasznéalhat6!

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas)

Listak  FP-1..12-42

Lista: jel6lések, mintak

@ Peldak

@ Lista létrehozasa adatkonstruktorokkal

0 nil #™ il
3519 1nil =3 (B (9 i)

@ Szintaktikus édeditzer lista jelolésére
[3, 5, 9] = 3 :5:9 :nil

@ Vigyazat! A Prolog listajeldlése hasonld, de vannak |émgeigilonbségek:
SML Prolog | SML Prolog
1] I azonos  (x:xs) [X[Xs] kilonbod
[1,2,3] [1,2,3] azonos{ (x:yiys) [XY[|Ys] kilonbod

@ Mintak

A[] ,nil adatkonstruktorallandéval és:a adatkonstruktoroperatorral felépitett kifejezések,
valamint a[x1, x2, ..., xn] listajeldlés mintdban is alkalmazhaték.
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Listak ~ FP-1..12-44

Lista: hosszlength ), elemek 6sszegéstm ), szorzatarprod )

@ Egy lista hosszat adja eredményileagth  fliggvény (vo List.length ).

(* length : 'a list -> int
length zs = a zs lista elemeinek szdma *)
fun length [] =0
| length (_ :: zs) = 1 + length zs

@ Egy egész szamokbdl allo lista elemeinek 6sszegét adjanérgdilisum .

(* isum : int list -> int
isum ns = az ns egészlista elemeinek Gsszege *)
fun isum [] =0
| isum (n :: ns) = n + isum ns

@ Egy val6s szamokbdl all6 lista elemeinek szorzatat adjdneéayilrprod .
(* rprod : real list -> real
rprod xs = az xs valés lista elemeinek szorzata *)

fun rprod [] = 1.0
| rprod (x :: xs) = x * rprod Xxs;
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Listak ~ FP-1..12-45 Listak ~ FP-1..12-46

Példak:hd, tI ,length ,isum, rprod map: adott figgvény alkalmazasa egy lista minden elemére
@ hd, tl @ Példa: vonjunk négyzetgyokot egy valés szamokbdl allé lisinden elemé!
A kifejezés Azmosml vélasza load "Math™
List.hd [1, 2, 3]; >val it =1: int map Math.sgrt [1.0, 4.0, 9.0, 16.0] = [1.0, 2.0, 3.0, 4.0];
List.hd [J; I Uncaught exception: o
I Empty @ Altaldban:map f [x 1, X2, .., X ] = [fx 1, fX o .., fX ]
List.tl [1, 2, 3]; > val it = [2, 3] : int list @ mapdefinicidja (map polimorf fliggvény!):
List.tl []; I Uncaught exception: (* map : (a -> 'b) -> 'a list -> b list
! Empty map f xs = az xs f-fel atalakitott elemeib ol allé lista
° i "
Ieng.th. ,|§um , rprod ] fun map f [ = [
A kifejezés Azmosml vélasza | map f (x = xs) = f x = map f xs;
length [1, 2, 3, 4]; >val it =4 :int
length []; > val it = 0 - int @ maptipusa (mivel a> tipusoperator jobbra két!):
isum [1, 2, 3, 4]; > val it = 10 : int (a ->'b) -> 'a list -> 'b list = (a ->'b) -> (a list -> b list)
isum []; > val it = 0 : int @ A mapegyrészlegesen alkalmazhatbagasabbrend( fuggvény: ha égy-> 'b  tipusl
rprod [1.0, 2.0, 3.0, 4.0]; > val it = 24.0 : real fliggvényre alkalmazzuk, akkor edy list -> b list tipusufiiggvénytad eredményil.
rprod [J; > val it = 1.0 : real A kapott fiiggvényt egya list  tipusu listara alkalmazva edy list  tipusu listat kapunk.

@ map-teljes nevérListmap — beld fliggvény az SML-ben.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas) Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)
Listak ~ FP-1..12-47 Listak ~ FP-1..12-48
A program helyességének (informalis) igazolasaap példajan Néhany bel§, ill. konyvtari fliggvény
@ A rekurziv programrdl be kell latnunk, hogy @ explode : string -> char list — a flzér karaktereit allo lista

@ funkcionalisan helyes (azt kapjuk eredményul, amit vajunk pl. explode "abc” = [#"a", #°b", #°C']

@ a kiértékelése biztosan befefiiik (nem ,végtelen” a rekurzic). @ implode : char list -> string — a karakterlista elemefh all6 fuzér
. ", . L - , . L L l.implode [#'a", #"b", #"c"] = "abc"
@ Bizonyitasa hossz szerirgirukturdlis indukciévalehetséges (visszavezethet teljes indukciora) Pl 1mp [ ]

@ map-nek mas valtozatai is vannak, amelyek egyéb 0sszetetiladadlkalmazhatok. Példaul
fun map f [] = [] @ Stri . (char -> ch > stri > stri
[ map f (x = xs) = fx :: map f xs tring.map : (char -> char) -> string -> string

@ Vector.map : (a -> 'b) -> 'a vector -> 'b vector
@ Feltesszik, hogy mapjé eredményt ad az eggyel rovidebb listara (azaz a listafajk

. P z .z = A A 7 o e 7 7 Py 2o,
@ Alkalmazzuk a7 -et a lista el§ elemére (a fejére). A Char konyvtarban sok hasznos tesztel&uggveny talalhato, példaul:

@ A fej transzformalasaval kapott eredményt a farok transaédésaval kapott lista elé flizve @ Char.isLower : char -> bool — igaz az angol abéce kisbetire
valéban a vart eredményt kapjuk. @ Char.isSpace : char -> bool —igaz a hat formaz¢ karakterre

@ A kiértekelés véges szamu lépésben befijédz mert @ Char.isAlpha : char -> bool —igaz az angol &bécé betlire
@ a lista véges, @ Char.isAlphaNum : char -> bool —igaz az angol abécé betlire és a szamjegyel
@ amapfliggvényt arekurziv agbaminden Iépéshen egyre rovidiiistara alkalmazzuk, és @ Char.isAscii : char -> bool —igaz a 128-nél kisebb ascii-k6du karakterekre

@ gondoskodtunk a rekurzi6 leallitasarolalapesekezelésésl, ui. van nem rekurziv ag). pl. Char.isSpace #°\t" = true; Char.isAlphaNum #'" = false

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas) Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)



Listak ~ FP-1..12-49

filter  : adott predikatumot kieléditelemek kivalogatasa

@ Példa: gyUjtsiik ki a kisbetliket egy karakterlistabol!

List.filter Char.isLower (explode "ValLtOgAtva") = [#"a", #' # g # T # A,
@ Altaldban, hgp x; = true , p X, = false , p X3 = true , ..., p Xou1 = true ,
akkorfilter p [x L X2, X3 ey X opp1] =X 1 X3y e X 241 -

@ filter definicioja:
(* filter : ("a -> bool) -> 'a list -> ’a list

filter p zs = a zs p-t kielégit elemeib 6l allé lista

(e}

*)
fun filter _ [] =[]
| filter p (x : xs) =
if p x then x :: filter p xs else filter p xs;
@ filter tipusa, ha egyargumentumu figgvénynek tekintjik>(gobbra kot!):
fiter : (a -> bool) -> (‘a list -> ’a list) .
Azaz hafilter  -tegy’a -> bool tipusu fliggvényre (predikatumra) alkalmazzuk, akkor €
(a list -> 'a list) tipusu figgvényt ad eredményl. A kapott fliggvényt &gy
list tipusu listara alkalmazva egy list  tipusu listat kapunk.
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Listdk ~ FP-1..12-51

Lista legnagyobb elemének megkeresése (folyt.)

@ Hogyan tehdi polimorffaamax! fiiggvény? Ugy, hogy trgenerikusiiggvényként definialjuk:
aktualis paraméterkérktapja azt a tobbszordsen terhethiiggvényt, amely két érték kdzil a
nagyobbikat kivalasztja.

* maxl : (a * 'a -> 'a) -> 'a list -> 'a
maxl max zs = a zs lista max szerint legnagyobb eleme
*)
fun maxl max [] = raise Empty
| maxl max [z] = z
| maxl max (z::zs) = max(z, maxl max zs)

@ max mindig ugyanaz, mégis Ujra és Ujra atadjuk argumentumkegitwziv agban. Javithatja a
hatékonysagot, hat -kifejezéshasznalunk.

fun maxl max zs = let fun mxl [] = raise Empty
| mxl [y] =y
| mxl (y:ys) = max(y, mxl ys)
in
mxl zs
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas)

Lista legnagyobb elemének megkeresése

Listak  FP-1..12-50

@ Ures listanak nincs legnagyobb eleme,
@ egyelemdi lista egyetlen eleme a ,legnagyobb”,

@ |legalabb kételeml lista legnagyobb eleme

@ az eld elem és a maradéklista elemeinek legnagyobbika k&zil yobag

load "Int": max egy valtozata egészekre:
(* maxl : int list -> int (* max: int * int -> int
maxl ns = az ns egészlista max (n,m) = n és m kozul
legnagyobb eleme a nagyobb
*) *)
fun maxl [] = raise Empty fun max (n,m) = if n>m
| maxl [n] = n then n
| maxl (n:ins) = Int.max(n, maxl ns) else m

@ az el$ két elem legnagyobbika és a maradéklista elemei kozilratgbb:

fun maxl' [] = raise Empty
| maxI' [n] = n
| maxI" (n::m:ns) = maxl’'(Int.max(n,m)::ns)

@ maxl -lel szemben itt a kl6zok sorrendje k6zombds (a mintak digzak).

@ maxl’ jobbrekurzivtarigénye konstans.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév

Valtozatokmax-ra

(Funkciondlis programozas)

Listdk ~ FP-1..12-52

Valtozatokmax-ra

@ (* charMax : char * char -> char
charMax (a, b) = a és b kozul a nagyobbik

)

fun charMax (a, b) = if ord a > ord b then a else b;

vagy egyszerlierofd nélkil)

fun charMax (a : char, b) = if a > b then a else b;

@ (* pairMax : ((int * real) * (int * real)) -> (int * real)
pairMax (n, m) = n és m kozll lexikografikusan a nagyobbik

)

fun pairMax (n as (nl : int, n2 : real), m as (ml, m2)) =

if n1 > ml orelse n1 = ml andalso n2 >=
@ (* stringMax : string * string -> string
stringMax (s, t) = s és t kdzul a nagyobbik
)

fun stringMax (s : string, t) = if s > t then s else

m2 then n else m;

—
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(Funkciondlis programozas)



Listak  FP-1..12-53

Listak dsszeflizésappend ) és megforditasanfev )

@ Két lista 6sszeflizésappend , infix valtozatban®

[Ila v 7xm}@[y17 .. :yn} = [xh e 7Imfl}@(xm::[y1: v 7yn]) =...= [Ih e Ty Yty ey yn]
Az xs -t el6szor az elemeire bontjuk, majd hatulrél visszafelé hadtzzik az elemeket az
ys -hez, ugyanis a listékat csak el@litudjuk épiteni. A I[épések szanian).

(* append : 'a list * 'a list -> 'a list
append(xs, ys) = xs Osszes eleme ys elé fizve *)
fun append ([], ys) = ys

| append (x::xs, ys) = x:append(xs, ys)

@ Lista naiv megforditasanfev )
nrev(ry, Xo,. .., Ty| = nrev(zy, ..., x,]Qz] =nrev|..., z,)Qr)Qz] = ... = [zy, ..., 7]
A lista elejédl levett elemet egyelem(i listaként tudjuk a végéhezifi&népések szamé)(n?).

(* nrev : 'a list -> 'a list
nrev xs = xs megforditva *)
fun nrev [] = []
| nrev (x:ixs) = (nrev xs) @ [X]

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Listdk ~ FP-1..12-55

Listak 0sszeflizésedvApp ) és megforditasadv )

@ Egy lista elemeinek egy masik lista elé flizése forditatteszben (evApp )

(* revApp : ’a list * 'a list -> 'a list
revApp(xs, ys) = xs elemei forditott sorrendben ys elé fizv e
*)
fun revApp ([], ys) = ys
| revApp (x::xs, ys) = revApp(xs, X:ys)

revApp lépésszama aranyos a lista hosszaval. Segitséggveiatékonyan:

(* rev : 'a list -> 'a list
rev xs = xs megforditva
*)
fun rev xs = revApp (xs, [])
Egy 1000 elem(i listatev 1000 Iépésbennrev 201001 — 500500 Iépésben fordit meg. Hatalm:
a nyereség!
@ append — @néven, infix operatorként — égv beépitett figgvények,ist.revApp pedig
List.revAppend néven konyvtari fliggvény az SML-ben.
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Listak  FP-1..12-54

Listak megforditasa: példaev alkalmazaséara

@ Egy példanrev egyszerisitésére
A és a@jobbra kétnek, precedenciaszintjiik 5.

fun nrev [] = []
| nrev (x:ixs) = (nrev xs) @ [X]

fun [] @ ys = ys
| (xiixs) @ ys = x i xs @ ys (* = (x : Xs) @ ys *)
nrev([1,2,3,4]) — nrev([2,3,4)@[1] — nrev([3,4)@[2]@[1]
— nrev([4)@[3]@[2]@[1] — nrev()@[4]@[3]@[2]@[1]
l@4]@)Ble2]|@[1] — [dl@B|@[2]@[1]
4:leRle2@[1] — 4:3]@[2]@[1])
[4.3l@2]@[1]) — 4u(Bl@[2)@[1])
l@4]@(3:[2,1] — [@[4]@[3.2,1] - ..
nrev rossz hatékonysagu: a lépések széma’).

A
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Osszetett adattipusok: rekord és ennes ~ FP-1..12-

Rekord és ennes

@ Két kilonbod tipusu értékdl rekordot vagy part képezhetink. Pl.
{x =2 y=10}: {x:int y : real} €s(2, 1.0) : (int * real)
@ A par is csak szintaktikus éde&szer. Pl.
(2,100 ={1=22=10 ={2=101=2 #{1=10 2=2}
Egy parban a tagok sorrendje meghatarozoAss a2 is: mezdnevek
@ Rekordot kethnél tobb értékbl is 6sszedllithatunk. PI.
{nev = "Bea", tel = 3192144, kor = 19} : {kor : int, nev : string, tel : int}
Egy hasonl6 rekord egészszam-itweavekkel:
{1 = "Bea", 3 = 3192144, 2 = 19}: {1 : string, 2 : int, 3 : int}
Az utdbbiazonos az aladbl@nnesse{n-tuple):
("Bea", 19, 3192144) : (string * int * int)
azaz
(string * int * int) ={1 = string, 2 = int, 3 = int}

@ Egy rekordban a tagok sorrendje k6zombds, a tagokat &méezazonositjia. Egy ennesben a
tagok sorrendje nem k6z6mbos, a tagokpbaicionalismezdnév azonositja.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Aadatabsztrakci6, adattipusdiype , datatype FP-1..12-59

Adattipusok: gyenge és@&s absztrakcio

@ Gyenge absztrakcié: a név szinonima, az adatszerkezei tégabbra is hozzaférhik.

@ Erds absztrakcid: a név Uj dolgot (entitast, objektumot)ljeld adatszerkezet részeihez csak
korlatok kozott lehet hozzaférni.

@ type : gyenge absztrakcio; glype rat = {num : int, den : int}
@ Uj nevet ad egy tipuskifejezésnek (vo. értékdeklaracio).
@ Segiti a programszéveg megértését.

@ abstype : erés absztrakcié

@ Uj tipust hoz létre: név, miiveletek, abrazolas, jelslés.
@ Tulhaladott, van helyette joblatatatype + modulok

@ datatype : modulok nélkul gyenge, modulokkal@s absztrakcio;
pl. datatype 'a esetleg = Semmi | Valami of 'a
Bels) véltozata az SML-berdatatype 'a option = NONE | SOME of 'a

@ Uj entitast hoz létre.
@ Rekurziv és polimorfis lehet.
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GYENGE ES ERS ABSZTRAKCIO

Aadatabsztrakci6, adattipusdiype , datatype FP-1..12-60

Adattipusok: felsorolasos és polimorf tipusidtatype deklaracioval

@ datatype logi = Igen | Nem
datatype logi3 = igen | nem | talan
datatype 'a esetleg = Semmi | Valami of 'a

Felsorolasos tipus.

Felsorolasos tipus.

Polimorf tipus.

@ Adatkonstruktornakevezzik a létrehozoligen , Nemigen , nem, talan , SemmiésValami
értékeketValami (n.adatkonstruktorfliigvéngz dsszes tobbi GadatkonstruktorallandéAz
adatkonstruktorok a tobbi értéknévvel azonos névtérbanalka

@ Tipuskonstruktornakevezzik a létrehozolbgi ,logi3 ésesetleg neveketesetleg Un.
postfixtipuskonstruktorfiiggvéniyagy tipusoperator), a masik kitiin.tipuskonstruktorallandé
(réviden tipusallandd). Tipusnévként hasznalhat6 a&ifaro (pllogi ), valamint a
tipuséllandora vagy tipusvaltozéra alkalmazott tipuskdaorfliggvény (plint list vagy'a
esetleg ). A tipuskonstruktorok mas névtérben vannak, mint az éeéék.

@ Természetesen az adatkonstruktoroknak is van tipusuk, pl.

Igen : logi Semmi : 'a esetleg
Nem : logi Valami : 'a -> 'a esetleg

@ Példadatatype deklaracioval létrehozott adattipust kez&liggvényre

fun inverz Nem = Igen | inverz Igen = Nem
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FONTOS APROSAGOK

ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)

Nullas,unit , print , szekvencidlis kifejezéefore operator  FP-1..12-62

Fontos aprésadgok az SMIBIr

@ Anullas és aunit  tipus
A () vagy{} jeletnullasnaknevezziik, tipusainit . A nullas aunit tipus egyetlen eleme. A
unit tipusmiveletelegységeleme.

@ A print figgvény
Ha astring -> unit tipusaprint ~ fliggvényt egy flzérre alkalmazzuk, eredményribias,
mellékhataskérmpedig kiirja a a fuzér értékét.

@ Az (el; e2; e3) szekvencialis kifejezésredményazonos ae3 kifejezés eredményével.
Ha azel ése2 kifejezéseknek van mellékhatasuk, az érvénydsll, e2; e3) egyenértéki
a kovetked let -kifejezéssel:

let val _ = el val _ = e2 in e3 end

@ Az el before e2 before e3 kifejezéseredmény@zonos azl kifejezés eredményével.
Ha aze2 ése3 kifejezésnek van mellékhatasa, az érvényesiil.before e2 before e3
egyenértéki a kovetkézet -kifejezéssel:

let val e = el val _ = e2 val _ = e3 in e end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-6

Elagazo rekurzio

@ Korabban linearis-rekurziv, ill. linearis-iterativ faynatokra lattunk példakat (faktorialis
kiszamitasa kétféleképpen).

@ Mostelagazo rekurzidranézziink példat: allitsuk &la Fibonacci-szamok sorozatat.
@ Egy Fibonacci-szamot az@6 két Fibonacci-szam 6sszege adja:
0,1, 1, 2 3,5, 8, 13, 21, ..

@ A Fibonacci-szamok matematikai definiciéja kdnnyen at&t8ML-fliggvénnyé:

F(0)=0 fun fib 0 = 0
F(1)=1 | fib 1 =1
Fn)=F(n—1)+Fn-2),han>1 | | fib n = fib(n-1) + fib(n-2)

Emlékeztebil: afib fuggvény definiciéjaban a 3. kléznak az utolsénak kell lenmiert az
minta minden argumentumra illeszkedik.

@ A kovetked lapon lathaté abra illusztralja az elagazéan rekurziyaiolatot fib 5  kiszamitasa
esetén.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-6

Elagazé rekurzié (folyt.)

fib & :
fib 4 fib 2

/ NS

E:Lb 3
fib 2
/ \ fib 1, |fib o 1

flb 2 £ib 1} [fib 1] | fib o ‘
/ \ | /e °
£ib 1/ [fib o 1 1 0
1 0

@fb 5 -6t fib 4 ésfib 3 , fib 4 -etfib 3 ésfib 2 kiszamitasaval stb. kapjuk.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-6

Elagazo rekurzio (folyt.)

@ A Fibonacci-szamok lineéris-iterativ folyamattal i$&llithatok.
Ha aza ésb valtozok kezdértéke rendré’(1) = 1 ésF(0) = 0, és isméhdden alkalmazzuk az
a — a+ b, b — atranszformaciokat, akkor |épés utam = F(n + 1) ésb = F(n) lesz. Az
iterativ folyamatot létrehozd SML-fliggvény egy véltozata

fun fib n = let fun fiblter (i, b, a) =
if i = n then b
else fiblter(i+1, a, a+b)
in
fiblter(0, 0, 1)
end

@ Mintaillesztésthasznalhatunk, hia-t nem néveljik, hanem-t6l 0-ig csokkentjik.
Figyelem: a kl6zok sorrendje, mivel nem egymast kizaréakraak, Iényeges!

fun fib n = let fun fiblter (0, b, a) =
| fiblter (i, b, a) = fiblter(i-1, a, a+b)
in
fiblter(n, 0, 1)
end
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-6

Elagazé rekurzié (folyt.)

@ Az el6z6 program alkalmas az eldgazo rekurzi6 lényegének bemsatatéle szinte alkalmatlan
Fibonacci-szamok ééllitasara!

@ \egylk észre, hogy pfib 3 -at kétszer is kiszamitjuk, azaz a munkanak ezt a részét kb. a
harmadéat) feleslegesen végezziik el.

@ Belathatd, hogy'(n) meghatarozasahoz pontosam + 1) levélbdl allo fat kell bejarni, azaz
ennyiszer kell meghatarozai(0)-t vagy F'(1)-et

@ F(n) exponencidlisann-nel.
Pontosabbark'(n) ad”//5-h6z kozel eé egész, ahob = (1 — /5)/2 ~ 1.61803, az un.
aranymetszéaranyszamad kielégiti ad® = ® + 1 egyenletet.

@ A megteend |épések szama tehAtn)-nel egyitt exponencidlisardm-nel. Ugyanakkor a

tarigény csak linearisandm-nel, mert csak azt kell nyilvantartani, hogy hanyadik sainjarunk a
faban.

@ Altalaban is igaz, hogy elagazé rekurzio esetén a lépésakaa fa csomopontjainak a szamav
a tarigény viszont a fa maximalis mélységével aranyos.
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Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-6

Elagazo rekurzio (folyt.)

@ A Fibonacci-példaban a Iépések szama elagazé rekurzigingtt-nel exponencialisan, linearis
rekurzionaln-nel aranyosandtt, kisn-ekre is hatalmas a nyereség!

@ Téves lenne azonban azt a kdvetkeztetést levonni, hogyigaz rekurzioé hasznéalhatatlan.
Amikor hierarchikusan strukturalt adatokon kell mivelett végezni, pl. egy fat kell bejarni,
akkor az elagazé rekurzié (angoldlee recursionnagyon is természetes és hasznos eszkoz.

@ Az elagazo rekurzio numerikus szamitasoknal az algorietaismegfogalmazasakor is haszno:
lehet: gondoljunk csak arra, hogy milyen kénny( volt atiriribonacci-szamok matematikai
definiciojat programma.

@ Ha mar értjik a feladatot, az élsrossz hatékonysagl valtozatot konnyebb atirni jo, loatgk
programma. Az elagazo rekurzid segithet a feladat megéeés

Az iterativ Fibonacci-algoritmushoz csak egy aprocsketdgllett. A kovetked feladatra azonban
nem lenne kdnny( iterativ algoritmust irni.

@ Hanyféleképpen lehet felvaltaegydollart 50, 25, 10, 5 és 1 centesekre?

@ Altalanosabban: adott 8sszeget adott érmékkel hanyigtekélehet felvaltani?
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-6

Elagazé rekurzié (folyt.): pénzvaltas

Tegyuk fol, hogyn darab érme all a rendelkezéstinkre valamilyen (pl. nagyzsins csokked)
sorrendben. Ekkor az 6sszeg lehetséges felvaltasainak szamat tgy kapjuk meg, ho

@ kiszamoljuk, hogy az 8sszeg hanyféleképpen vélthatd fel addlsértéki) érmét kivéve a tobb
érmével, és ehhez

@ hozzaadjuk, hogy az — d 6sszeg hanyféleképpen valthato fel az 6sszes érmévektiisel
beleértve — mas szb6val azt, hogyaidsszeget hanyféleképpen tudjuk ugy felvaltani, hogy a
érmét legalabb egyszer felhasznaljuk.

A feladat tehat rekurziéval megoldhatd, hiszen redukalldgty, hogy kisebb dsszegeket kevesebb
érmével kell felvaltanunk. A kévetkézalapeseteket kiilénboztessik meg:

@ Haa = 0, a felvaltasok szama 1.
(Ha az dsszeg 0, csak egyféleképpen, 0 db érmével leheé|fahi’.)
@ Haa < 0, a felvaltdsok szama 0.

@ Han = 0, a felvaltasok szama 0.

A példaban dirstDenomination (magyarulelsd cimletfliggvényt felsorolassal valésitottuk
meg. Tomorebb és rugalmasabb lenne a megvalositasa katemakasaval.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-7

Hatvanyozas

@ Az eddig latott folyamatokban a kiértékelési (végrehdjtépések szama az adatalszamaval
lineérisan, ill. exponencidlisarbtt. Most olyan példa kévetkezik, amelyben a |épések szama
logaritmuséaval aranyos.

@ A b szamn-edik hatvanyanak definiciéjat ugyancsak konnyU atrakfiide.

=1 fun expt (b, 0) = 1
b =b-b"1 | expt (b, n) = b * expt(b, n-1)

@ A létrejovd folyamat lineéris-rekurziO(n) lépés éD(n) méretli tar kell a végrehajtasahoz.

@ A faktoridlisszamitashoz hasonl6an konnyd felirni lmeéerativ valtozatat.
fun expt (b, n) =

let fun exptlter (0, product) = product
| exptlter (counter, product) =
exptlter (counter-1, b * product)
in
exptlter(n, 1)
end

@ O(n) lépés é9)(1) — azaz konstans — méreti tar kell a végrehajtdsahoz.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-7

Elagazé rekurzié (folyt.): pénzvaltas

fun countChange amount =
let (* ¢cC amount kindsOfCoins = az amount 8sszes felvaltasai nak szama
kindsOfCoins db érmével *)
fun cC (amount, kindsOfCoins) =
if amount < 0 orelse kindsOfCoins = 0 then 0
else if amount = O then 1
else cC (amount, kindsOfCoins - 1) +
cC (amount - firstDenomination kindsOfCoins, kindsOfCoin s)
and firstDenomination 1 = 1
| firstDenomination 2
| firstDenomination 3
| firstDenomination 4
| firstDenomination 5

AN = g
o Ul o

in
cC(amount, 5)
end;
countChange 10 = 4; countChange 100 = 292;

Gyakorl6 feladatok.
@ [rja at afirstDenomination fuggvényt agy, hogy a cimleteket egy lista tartalmazza.

@ {rja meg acC fiiggvény mintaillesztést hasznalé valtozatat!
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Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-7

Hatvanyozas (folyt.)

@ Kevesebb Iépés is elég, ha kihasznaljuk az alabbi eggégkket:
fun expt (b, n) =
=1 let fun exptFast 0 = 1
| exptFast n =
if even n
then square(exptFast(n div 2))
else b * exptFast(n-1)
and even i =imod 2 =0
and square X = X * X
in exptFast n end
@ Alépések szama és a tar mérétgg n)-nel aranyos. Konstans tarigényi iterativ valtozata:

b = (b”/z)Q, han péI’OS
b" = b- "1, han péaratlan

fun expt (b, 0) = 1 (* Nem hagyhat6 el! Miért nem?)
| expt (b, n) = let fun exptFast (1, r) = r
| exptFast (n, r) =
if even n then exptFast(n div 2, r*r)
else exptFast(n-1, r*b)
and even i = imod 2 =0
in exptFast(n, b) end
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LISTAK

Tovabbi listakezd fuggvények  FP-1..12-75

Lista redukci6ja kétoperandust mivelettel

Idézziik fol az egészlista maximalis értékét megkiereax! flggvény két valtozatat:

@ max! jobbrél balra egyszeriigitinem jobbrekurziv) valtozata
(* maxl : int list -> int
maxl ns = az ns egészlista legnagyobb eleme
*)
fun maxl [] = raise Empty
| maxl [n] = n
| maxl (n:ns) = Int.max(n, maxl ns)

@ max! balrdl jobbra egyszerisitjobbrekurziv) valtozata:

* maxl’ : int list -> int
maxl’ ns = az ns egészlista legnagyobb eleme
*)
fun maxl' [] = raise Empty
| maxI' [n] = n
| maxI" (n::m::ns) = maxl’(Int.max(n,m)::ns)

@ Amint ez a példa is mutatja, vissza-visszéatéaladat egy lista redukcidja kétoperandusu
muvelettel.

@ Koz0os bennik, hogy db értékidl egyetlen értéket kell 88llitani, ezért is beszéltimedukciordl
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Tovabbi listakezd fuggvények — FP-1..12-74

Adott szamu elem egy lista elefiés végéil (take , drop )

@ Legyenzs = [xg, T1,. .., Ti—1, Ti, Tit1, - - -, Tp_1], AKKOF
take(xs, i) = [@o, 21, ..., x;—1] ésdrop(xs, i) = [@i, Tig1, -, Tn1)-
@ take egy megval6sitasa (jobbrekurziv-e? jobbrekurzivva teketrobosztus-e?)

(* take : 'a list * int -> ’a list
take (xs, i) = ha i < 0, xs;, ha i >= 0,
az xs els 6 i db eleméb 0l allo lista *)
fun take (_, 0) =1
| take ([, ) =1

| take (x:xs, i) = x : take(xs, i-1)
@ drop egy megvalbsitasa (jobbrekurziv-e? jobbrekurzivva teketrobosztus-e?)

(* drop : ’'a list * int -> ’a list
drop(xs, i) = ha i < 0, xs; ha i >= 0,
az xs els 6 i db elemének eldobasaval el 0allé lista *)

fun drop ([, ) =]
| drop (x::xs, i) = if i > O then drop (xs, i-1) else x:xs

@ Konyvtari valtozatuk -List.take ,ill. List.drop  —ha azs listara alkalmazzuk, < 0 vagy
i > length xs esetérSubscript  néven kivételt jelez.
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Tovabbi listakezd fuggvények  FP-1..12-76

Lista redukci6ja kétoperandusu miveletfeldr , foldl )

@ foldr jobbrdl balrafoldl  balrél jobbra haladva egy kétoperandust miiveletet (jsaiioan
egyparra alkalmazhat6, prefipoziciéjufuggvényy alkalmaz egy listara. Példak szorzat és ss
kiszamitasara:
foldr op* 1.0 [] = 1.0; foldl op+ 0 [] 0;

foldr op* 1.0 [4.0] = 4.0; foldl op+ O [4] = 4;
foldr op* 1.0 [1.0, 2.0, 3.0, 4.0] = 24.0; foldl op+ O [1, 2, 3, 4 ]

10;

@ Jeldljona tetsdleges kétoperandusu infix operatort. Akkor

foldr op @ € X1, X2, s X ] = (X1 @& (Ko ® o @ (X, @ €) .))
foldrop @ e [] = e
foldlop @ e [X1, X2, 0, X ] =X @ ... @ X2d X1 D €) ...)

foldlop @ e[ =e

@ A & mivelete operandusa néhany gyakori m{iveletben — 6sszeadés, szZawngunkcio (logikai
,€s”), alternacié (logikai ,vagy”) — a (jobb oldalggységelerszerepét tolti be.

@ Asszociativ mlveleteknébldr  ésfoldl  eredménye azonos.
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Tovabbi listakezd fuggvények — FP-1..12-77

Példakfoldr ésfoldl alkalmazasara

@ isum egy egészlista elemeinek dsszegptpd egy valdslista elemeinek szorzatéat adja
eredményiil.

val isum = foldr op+ O;
val isum = foldl op+ O;

val rprod = foldr op* 1.0;
val rprod = foldl op* 1.0;

@ Alength flggvény is definidlhatfoldl -lel vagyfoldr -rel. Kétoperandusu miveletként
olyan segédfliggvényir(c ) alkalmazunk, amelyikem hasznaljaz el$ paraméterét.
(* inc : 'a * int -> int
inc (,n=n+1%
fun inc (, n) = n + 1;

(* lengthl, lengthr : 'a list -> int *)
val lengthl = fn Is => foldl inc 0 Is;
fun lengthr Is = foldr inc 0 Is;

val lengthl = foldl inc O;

lengthl (explode "tengertanc");
lengthr (explode "hajdu sogor");
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Tovabbi listakezd fuggvények  FP-1..12-79

Tovébbi példaKkoldr ésfoldl alkalmazasara

@ Egy lista elemeit egy masik lista elé flfpldr ~ ésfoldl , ha kétoperandusu miveletként@ns
konstruktorfliggvényt — azaz ap:: -ot— alkalmazzuk.

foldr op:: ys [x b Xo, X3l = (X1 (X 2 (X 3:ys)

foldl op:: ys [x L X X3l =X 3o (X 20X 1Y)
@ A . nem asszociativ, ezéuldl ésfoldr eredménye kulénbdz

(* append : 'a list -> ’'a list -> 'a list

append xs ys = az xs ys elé fizésével el
fun append xs ys = foldr op:: ys xs;

0allo lista *)

(* revApp : 'a list -> 'a list -> 'a list
revApp xs ys = a megforditott xs ys elé fizésével

el 64all6 lista *)

foldl op:: ys xs;

fun revApp xs ys

append [1, 2, 3] [4, 5, 6] = [1, 2, 3, 4, 5, 6];
revApp [1, 2, 3] [4, 5, 6] = [3, 2, 1, 4, 5, 6];

(vo. Prolog:append )
(vo. Prolog:revapp )
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Tovabbi listakezd fuggvények — FP-1..12-78

Lista: foldr ésfoldl  definicioja

@foldrop @ e[Xi, Xo e X ] =X 1@ Xo @ ...
foldrop @ e[ =e

e (X, @ e)..)

(* foldr f e xs = az xs elemeire jobbrél balra haladva
alkalmazott, kétoperandusu, e egységelemi
f mivelet eredménye
foldr : (a*'’b ->'b) ->'b -> "a list -> b *)
fun foldr f e (x::xs) = f(x, foldr f e xs)
| foldr f e [] = e;

@foldlop ®e[xq, Xo oo, X ] =KX, D ...
foldlop @ e[ =e

® X2 @ (X1 @ €) ..)

(* foldl f e xs = az xs elemeire balrél jobbra haladva
alkalmazott, kétoperandusu, e egységelemf
f mivelet eredménye
foldl : (a *'b -> 'b) > 'b -> 'a list -> 'b %)
fun foldl f e (x::ixs) = foldl f (f(x, €)) xs
| foldl f e[l =e;
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Tovabbi listakezd fuggvények  FP-1..12-80

Tovébbi példaKoldr ésfoldl alkalmazasara

@ maxl két megvaldsitasa
(* maxl : (a * 'a -> 'a) -> 'a list -> 'a
maxl max ns = az ns lista max szerinti legnagyobb eleme
“)

(* nem jobbrekurziv *)

fun maxl max [] = raise Empty
| maxl max (n:ns) = foldr max n ns

(* jobbrekurziv *)

fun maxl’ max [] = raise Empty
| maxI’ max (n:ns) = foldl max n ns
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Tovabbi listakezd fuggvények — FP-1..12-81

Példa listak hasznalatara: futamokd@litasa

@ A futam egy olyan lista, amelynek az elemei egy adott fdibélemegfelelnek.

@ Az adott feltételt az éiz és az aktudlis elemre alkalmazarmmédikatumkénadjuk at a futamot

eléallité fugvénynek.

@ A feladat: irjunk olyan SML fuiggvényt, amely (az elemek eegdorrendjének mégzésével) egy
lista egymas utani elemdibképzett futamok listajat adja eredménytil.

@ Az els valtozatban egy-egy segédfiiggvényt irunk egy listé @lsefix) futamanak, valamint a
maradéklistanak az &hllitaséara.

@ A futam segédfiiggvénynek két argumentuma van: ai efy/ predikatum, amely a kivant
feltételt megvaldsitja, a masodik pedig egy par. A péb &gja az €z6 elem, a masodik tagja
pedig az a lista, amelynek azeb elemmel indul6 futamat kefutam -nak eBallitania.

@ A maradek segédfliggvény két argumentuma azofubam argumentumaival. Eredményiil az
a listat kell visszaadnia, amelyet azéefstam levalasztasaval allitteh par masodik tagjaként
atadott listabal.

@ A kovetked diakon afutam és amaradek segédfiiggvények, valaminfatamok fliggvény
kilonbod véltozatai lathatok.
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Tovabbi listakezd fuggvények  FP-1..12-83

Példa listak hasznalatara: futamokdlitasa (folyt.)

@ Hatékonysagot ront6 tényék

1. futamokl kétszer megy végig a listan:&slzérfutam , azutammaradek ,
2. p-t, bar sohasem valtozik, paraméterként adjukutgm -nak ésmaradek -nak,
3. egyik fiiggvény sem hasznal akkumulatort.
@ Javitasi lehdtségek
1. futam egy part adjon eredményiil, ennekéetagja legyen a futam, masodik tagja pedig a
maradék; a futam elemeinek gyijtésére hasznaljunk akléionrt)
2. futam legyen lokalisftutamok2 -n belill,

3. azif null ms then [fs] else szOvegrész torolhét a rekurzié egy hivassal kéisb
mindenképpen leall.
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Tovabbi listakezd fuggvények — FP-1..12-82

Példa listak hasznalatara: futamokd&litasa (folyt.)

@ ElIs) valtozat: futam és maradéldallitasa két figgvénnyel

(* futam : (a * 'a -> bool) -> (a * 'a list) -> 'a list
futam p (x, ys) = az x:ys p-t kielégit 6 els 0 (prefix) futama *)
fun futam p (x, ) = [x]
| futam p (x, y:ys) = if p(x, y) then x :: futam p (y, ys) else [X]

(* maradek : (a * 'a -> bool) -> (a * 'a list) -> 'a list
maradek p (x, ys) = az x:ys p-t kielegit 6 futama utani maradéka *)
fun maradek p (x, []) =1
| maradek p (x, yys as y:ys) =
if p(x ,y) then maradek p (y, ys) else yys

(* futamokl : ('a * 'a -> bool) -> 'a list -> 'a list list
futamokl p xs = az xs p-t kielégit 6 futamaibdl all6 lista *)
fun futamokl p [] =1
| futamokl p (x:xs) =
let val fs = futam p (x, xs)
val ms = maradek p (x, xs)
in
if null ms then [fs] else fs :: futamokl p ms
end
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Tovabbi listakezd fuggvények  FP-1..12-84

Példa listak hasznalatara: futamokdlitasa (folyt.)

@ Masodik valtozat: futam és maradéldallitasa egy lokalis fliggvénnyel

(* futamok2 : (a * 'a -> bool) -> 'a list -> 'a list list
futamok2 p xs = az xs p-t kielégit 6 futamaibdl all6 lista
*
)
fun futamok2 p [] =1
| futamok2 p (x:xs) =
let (* futam : (a * 'a list) -> ’a list * 'a list
futam (x, ys) zs = olyan péar, amelynek els 6 tagja az x:ys p-t
kielégit 6 els 6 (prefix) futama a zs elé
fizve, masodik tagja pedig az x:ys maradéka
*'
)
fun futam (x, [) zs = (rev(x:zs), [I)
| futam (x, yys as y:ys) zs = if p(x, y)
then futam (y, ys) (x:zs)
else (rev(x:zs), yys);
val (fs, ms) = futam (x, xs) []

fs :: futamok2 p ms
end
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Tovabbi listakezd fuggvények  FP-1..12-85
Példa listak hasznalatara: futamokd&litasa (folyt.)

@ Harmadik véltozat: az egyes futamokat és a futamok lisisigyUjtjik

(* futamok3 : ('a * 'a -> bool) -> 'a list -> 'a list list
futamok3 p xs = az xs p-t kielégit 6 futamaibdl all6 lista
*
)
fun futamok3 p [] =1
| futamok3 p (x:ixs) =
let (* futamok : (a * 'a list) -> 'a list -> ’a list * ’'a list
futamok (x, ys) zs zss = az x:ys p-t kielégit 6 futamaibdl
allo lista zss elé fizve
*’
fun futamok (x, []) zs zss = rev(rev(x::zs)::zss)
| futamok (x, yys as y:ys) zs zss =
if p(x, y)
then futamok (y, ys) (x:zs) zss
else futamok (y, ys) [1 (rev(x:zs):zss)
in
futamok (x, xs) [] [I
end;
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ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)

Tovabbi listakezd fuggvények  FP-1..12-86
Példa listak hasznalatara: futamokd&litasa (folyt.)

@ Példak a fliggvények alkalmazasara:

futam  op<= (1, [9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,99] ) =
[1,9,19];
maradek op<= (1, [9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,9 9) =

[3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,99];

futamokl op<= [1,9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,9 9] =
[[1,9,19], [3,4,24,34], [4,11,45,66], [13,45,66,99]];

futamokl op<= [99,1] = [[99], [1]];
futamokl op<= [99] = [[99]];

futamokl op<= [] = [];

A 7. eldadason, 2004. november 2-an az oktdber 28-ai nagyzéartaklgatainak megoldasat
beszéltik meg.

A javitasi Utmutaté a targy honlapjan <http://dp.iit. bm#dp04a> megtalalhato.
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Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-8
Legnagyobb k6zds osztd

@ Kovetked példanks ésb legnagyobb kdzds osztéjat szamolja ki az euklideszi aigoissal.
@ Az alapgondolat az, hogy hat b-vel osztvar a maradék, akkat ésb kdzds 0sztoi azonosdkés
r kbz0s osztbival.
@ A matematikai definiciot most is pontosan kdveti az SML-firgay.
ged(a,0) = a fun gcd (a, 0) = a
ged(a, b) = ged(b, a mod b) | ged (a, b) = ged(b, a mod b)
@ A folyamatiterativ. A Iépések szama logaritmikusai n

Pontosabban —laamé-tétekzerint — ha az euklideszi algoritmus egy szampar legndgkobos
osztojatk 1épésben szamitja ki, akkor a szampar kisebbik tagja neet kesebb a:-adik
Fibonacci-szamnal. (Ld. SICP, 1.2.5. szakasz.)

Legyenn az algoritmus kisebbik paramétere. Ha a legnagyobb kozié kszamitasahokz
Iépésre van szilkség, akkor> F (k) ~ & /\/5. Azaz ak lépésszam valdban az(d alapu)
logaritmusaval aranyos.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-8

Primteszt

@ A prime predikdtum egy: szam prim voltéat teszteli. AndDivisor fuggvény 2-6l kezdve
megkeresi az. szam legkisebb osztéjat. Azszam prim, ha a legkisebb osztéragzam maga.

@ Az n oszt6it 2-61 \/n-ig kell keresni, igy a |épések szartd,/n).

fun prime n =
let
infix divides
fun smallestDivisor n = findDivisor(n, 2)
and findDivisor (n, testDivisor) =
if square testDivisor > n
then n
else if testDivisor divides n
then testDivisor
else findDivisor(n, testDivisor+1)
and square x = X * X
and a divides b = b mod a = 0
in
n = smallestDivisor n
end

Gyakorlé feladat.
prime egyesével Iépkedve keresi megrategkisebb osztojat. irjon gyorsabb megoldast!
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-9

Primteszt (folyt.)

@ Az expmod segédfuiggvény base szamexp -edik hatvanyanak modulmszerinti maradékat
adja eredményiil.

(* expmod (base, exp, m) = base exp-edik hatvanya modulo m
*
)
fun expmod (, 0, ) =1
| expmod (b, e, m) =
if even e
then square(expmod(b, e div 2, m)) mod m
else b * expmod(b, e-1, m) mod m
and even n = nmod 2 =0
and square x = X * X;

@ Nagyon hasonl6 felépitéskptFast -hoz. A Iépések szama a kit@logaritmusaval aranyos.

@ Szikségunk van véletlenszamokdllitasara. Részletek az SML alapkdnyvtarabol:

Random.range (min, max) gen = an integral random number in th e
range [min, max). Raises Fail if min > max.
Random.newgen () = a random number generator, taking the see d

from the system clock.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-9

Primteszt (folyt.)

@ A kovetkedd SML-predikatum egy szam prim voltéaldszinliségi modszerrelszteli. A [épések
szamaO(lgn).

@ Az algoritmus a kis Fermat-tételen alapul, amely azt mokijaogy:
han prim és0 < a < n, akkora™ modulon szerintkongruensi-val, azaz:” mod n = a.
@ Két szam akkokongruenamodulon szerint, han-nel osztva mindkefinek ugyanaz a

maradéka. Egy szamn-nel val6 osztadsanak maradékanodulon szerinti maradékanak,
vagy rovidena modulon-nek is nevezik.

@ Han nem prim, akkor az < n szamok nagy hanyadara nem teljesul a fenti relacio.
@ A primteszt algoritmusa ezek utan a kdvetkez
@ Adott n-re véletlenszeriien valasszunk egy n szamot: ha" mod n # a, akkorn nem prim.

Ellenke® esetben nagy a valoszinlisége, hogyim.

@ Valasszunk véletlenszerlien egy méasik n szamot: ha" mod n = a, akkor ndvekedett
annak a valoszintisége, hogyraprim. Ujabb és Ujabb értékeket valasztva egyre
biztosabbak lehetiink abban, hogyragrim.
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Primteszt (folyt.)

@ Betoltjik aRandomkdnyvtarat:
load "Random";
@ fermatTest generdl egy alvéletlen-szamot, és egyszer elvégzi a lasga

(* fermatTest n = false if n is not prime *)

fun fermatTest n =
let fun trylt a = expmod(a, n, n) = a
in trylt((Random.range (1, n) (Random.newgen()) )
end

@ fastPrime times  -szor megismétli a vizsgalatot:

(* fastPrime (n, times) = true if n passes the prime test
times times
)
fun fastPrime (n, 0) = true
| fastPrime (n, t) = fermatTest n andalso fastPrime(n, t-1)

@ Ez a megoldas csak nagy valdszinliséggel, de nem teljesybigsaggal ad valaszt a kérdésre.
Példaul az 561 atmegy a Fermat-teszten, bar nem prim.
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Flggvények mint altalanos szamitasi médszerek

@ Lattuk, hogy a fiiggvény (ill. altalaban az eljaras) olydsztrakcig amely — a paraméterként
atadott adatok konkrét értékéfiiggetlenil — 6sszetett miiveleteket ir le.

@ Az olyan magasabbrendi fuggvény, amelynek fliggvény awpetere, mégnagasabb szinti
absztrakcio, hiszen az &ltala megvaldsitott 6sszetetehafet nemcsak egyes konkrét adatoktél
hanem egyes konkrét miiveletékis fiiggetlenné tessziik.

@ A magasabbrendi fliggvény (eljaras) tehat valamiBlealanos szamitasi modszéejez ki.

@ A kovetked lapokon két nagyobb példat ismertetlink: altalanos saéimftdédszert fliggvények
zérushelyeineksfixpontjanaka megtalalasara.
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Egyenlet gyokeinek meghatarozéasa intervallumfelez¢tsgt.)

fun search (f, negPoint, posPoint) =
let val midPoint = average(negPoint, posPoint)
in
if closeEnough(negPoint, posPoint)
then midPoint
else let val testValue = f midPoint
in
if positive(testValue)
then search(f, negPoint, midPoint)
else if negative(testValue)
then search(f, midPoint, posPoint)
else midPoint
end
end
and average (x, y) = (x+y)/2.0
and closeEnough (x, y) = abs(x-y) < 0.001
and positive x = x >= 0.0
and negative x = x < 0.0
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Egyenlet gydkeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel

@ Az intervallumfelezés médszere hatékony eljarag @z = 0 egyenlet gydkeinek megtalalasara
ahol f folytonos fliggvény.
@ A kozismert alapotlet a kovetkéz
@ Megfeleben megvalasztott-ra ésb-re, amelyekref(a) < 0 < f(b), f-nek legalabb egy
zérushelye van ésb kozott.
@ A zérushely megtalaladsahoz legyen- a + b/2. Ha f(x) > 0, akkor f zérushelyét ésx
kozott, haf(x) < 0, akkorz ésb kdzott kell keresniink.
@ A keresést — a rekurziot — akkor hagyjuk abba, amikor két égyuntani kozelt értékeltérése
egy ebre meghatarozott értéknél kisebb lesz.

@ Mivel az eltérés minden Iépésben a felére csokkery, z2&rushelyének megtalalasahoz sziikséc
|épések szam&(L/T'), ahol L az intervallum hossza kezdetben,7€éa megengedett eltérés.

@ A leirt algoritmust valdsitja megsearch fliggvény (Id. a kovetkezlapon):

(* search (f, negPoint, posPoint) = root of f x in the
negPoint <= x <= posPoint interval
PRE: f negPoint <= 0 and f posPoint >= 0

")
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Egyenlet gyokeinek meghatarozéasa intervallumfelezétsgt.)

@ Az eldfeltételek betartasat célszeséarch alkalmazasakor ellémizni, nehogy rossz valaszt
kapjunk az SML értelme#d|.

@ - search(Math.sin, 4.0, 2.0) (* Helyes az eredménye *);
> val it = 3.14111328125 : real

@ - search(Math.sin, 2.0, 4.0) (* Hibas az eredménye *);
> val it = 2.00048828125 : real

@ A halfintervalMethod figgvény elvégzi az ellévzést, és jelzi, haegPoint vagy
posPoint kezdeti értéke nem j6.

(* halfiIntervalMethod (f, a, b) = root of f x in the
a <= x <= b interval
*
)
@ Figyeljik meg adigyek szétvalasztasdyv alkalmazasatsearch a gyodkkeresési stratégiat
valésitja meghalfintervalMethod pedig az dbfeltételeket meglétét ellénzi.
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-9

Egyenlet gytkeinek meghatarozasa intervallumfelezédgt.)

@ fun halfIntervalMethod(f, a, b) =
let val avValue = f a
val bvalue = f b
in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, b)
else if negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)
else print ("Values " » makestring a ~ " and " "
makestring b ~ " are not of opposite sign.\n")
end

@ A makestring  flggvény (tipusaumtxt -> string ) tetsdleges numerikudrft ,real ,
word , word8 ), char ésstring tipusu értékestring  tipusva alakit.

@ A fuggvénynek ez a valtozata hibas, merifathen-else feltételes kifejezés 6sszes agana
ugyanolyan tipuséredménykell adnia, marpedigrint eredménye nenmt tipusu.

@ Megoldas afe; f) alakd Un.szekvencidlis kifejezémsznalata: az értelmékiértékelie-t és
f -et a felirt sorrendben, eredményil petligrtékét adja.
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Flggvény fixpontjanak meghatarozasa

@ Az f(z) = x egyenletet kielégitz az f fliggvényfixpontja.
@ Egy f fuggvény valamely fixpontjat megfetekezdértékidl kiindulva f rekurziv alkalmazaséave
hatarozhatjuk meg:

fo, f(fo), f(F(f2), F(F(f(f))), .

A rekurzio akkor fejezhét be, amikor mar elhanyagolhaté mérték{i a valtozas.
@ A fixedPoint  flggvény paramétere egy par; enneldebgja egy fuiggvény, amelynek a
fixpontjat keressiik, a masodik tagja pedig a fixpont egy ktzelitése.

(* fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of f in the proximit y
of firstGuess with tolerance tolerance

*)
@ Szikségunk van még a kozelités megkivant pontossagara:

val tolerance = 0.00001;
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Absztrakcei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-9

Egyenlet gytkeinek meghatarozasa intervallumfelezédgt.)

fun halfintervalMethod(f, a, b) =

let val (aValue, bVvalue) = (f a, f b)

in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, b)
else if negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)
else (print ("Values " ~ makestring a ~ " and " *

makestring b A " are not of opposite sign.\n");
0.0)
end;

- halfIntervalMethod(Math.sin, 2.0, 4.0);

> val it = 3.14111328125 : real

- halfIntervalMethod(fn x => x*x*x-2.0*x-3.0, 1.0, 2.0);
> val it = 1.89306640625 : real

- halfIntervalMethod(Math.sin, 2.0, 2.5);

Values 2.0 and 2.5 are not of opposite signs

> val it = 0.0 : real
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Flggvény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

fun fixedPoint (f, firstGuess) =

let
fun closeEnough (v1, v2) = abs(vl-v2) < tolerance
fun try guess =
let
val next = f guess
in
if closeEnough(guess, next)
then next
else try next
end
in
try firstGuess
end;
load "Math";

fixedPoint(Math.cos, 1.0);
fixedPoint(fn y => Math.sin y + Math.cos vy, 1.0);
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Fuggvény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

@ A fixpontszamitas hasonlit a négyzetgydkvonas korabbameszglt folyamatara: mindkétt
azon alapul, hogy addig finomitjuk a kozelitést, amig valigeni feltétel nem teljesl.

@ A négyzetgydkvonas konnyedén megfogalmazhaté fixpontisagként: har négyzetgyokey,
akkory xy = x, azazy = x/y. Az fy = x/y flggvény fixpontja tehat az négyzetgyoke.
fun sqrt x = fixedPoint (fn y => xl/y, 1.0);

@ A megoldasunk rossz, ugyanis nem konvergal! Kdnnyen betath
Legyenz négyzetgydkének edkozelitése 1, a masodiky2 = =/y1, a harmadik
y3 =x/y2 =z/(z/yl) = yl. Lathatd, hogy a folyamat sohasem ér véget.

@ Az oszcillaciét pl. tgy géatolhatjuk meg, hogprlatozzukkét kozelit érték kdzott a valtozas
mértékeét.

@ Mivel a helyes valasz mindig agkdzeli érték ésc/y kdz6tt vany-hozz/y-nél kbzelebb esgj
kozelit értékkénty ész/y atlagat valaszthatjuky < (y + z/y)/2.
fun sgrt x = fixedPoint (fn y => (y+x/y)/2.0, 1.0);

@ Ezt a gyakran hasznalhaté médszatagcsillapitdsnaKangolulaverage dampingjevezik.
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Flggvény mint visszatérési érték (folyt.)

@ averageDamp definicioja felirhatd §zintaktikai édesitészerrel).
fun averageDamp f x = (x + f x) / 2.0;

@ sqrt averageDamp  -pel felirt valtozata explicitté teszifaxpontmeghatarozass az
atlagcsillapitasmodszerét, tovabbéa az= = /y egyenlet hasznélatat.

fun sgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => xly), 1.0);
sqrt 4.0;

@ Tanulsag: egy folyamatot sokféle eljarassal leirhatuelalényegetsokkal kdnnyebb megérteni,
hamegfeleléen megvalasztott absztrakcidleztetiink be.

@ Még egy példa a bemutatottak alkalmazasara: kibgyoke az — x/y? — SML-jeloléssel az
fny => x/(y*y) — flggvény fixpontja. A megoldas mar kész is van!

fun cubeRoot x = fixedPoint(averageDamp (fn y => xl/yly), 1.0 );
cubeRoot 8.0;
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Flggvény mint visszatérési érték

@ A flggvényekdl mint absztrakcios eszkdzdkrszolva eddig olyan magasabbrenddi fiiggvénye
hasznéltunk, amelyeknek mas fliggvények voltak a paramiéter

@ Most olyan magasabbrend fliggvényeket mutatunk be, akilggvényipontosabban
fuggvényértékeidnak eredményiil.

@ A kordbban bemutatoétlagcsillapitdssokszor hasznalhaté mddszer, ezért érdemes 6nalld
fuggvényként megirni: ha adott gzliggvény, eb kell allitaniz és f2 atlagat.
(* averageDamp f = f valamely x értékre alkalmazva
el dallitia x és f x atlagat *)
fun averageDamp f = fn x => (x + f x) / 2.0;

@ Jol lathatd, hogyverageDamp , ha csak egyetlen paraméterre alkalmazzuk, fliggvénysiraek
eredményiilaverageDamp részlegesen alkalmazhat6 fliggvény.

@ PéldaaverageDamp alkalmazasara:
(averageDamp (fn x => x*x)) 10.0; (* 10.0 és 100.0 atlaga *)
@ A kiértékelés sorrendje miatt a kdlgarojelpar el is hagyhat6:

averageDamp (fn x => x*x) 10.0;
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Flggvény mint visszatérési érték (folyt.): az altalanow/dd@-modszer

@ Hax — g(z) egy differencialhato fuggvény, akkoér) = 0 egyenlet az: — f(x) flggvény egy
fixpontja, aholf(z) = = — g(z)/¢'(x) ésg'(z) ag x szerinti derivalja.
@ Az altaldnos Newton-modszarfixpontmddszer egy alkalmazasafafiiggvény egy fixpontjanak

megtalalasara. Szamgdgiggvényre és megfel@tn megvalasztoit értékre a Newton-mdédszer
gyorsan konvergal.

@ El6szor is azt aeriv - fuggvényt kell definialnunk, amelynek (axerageDamp fliggvényhez
hasonl6an) fliggvény a paramétere, és fliggvényt ad ereldényii

@ Hag fuggvény ésiz egy kis szam, akkor aflggvényg’ derivaltja az a figgvény, amelynek
értéke barmely szdmra a kovetkéz ¢'(z) = (g(x + dz) — g(x))/dx.
(* deriv g = g derivaltja
)
val dx = 0.00001;
fun deriv g = fn x => (g(x+dx) - g x) / dx;

@ Példaul azr — 2 fliggvény derivaltjar = 5-re (pontos értéke 75):

let fun cube x = x*x*x in deriv cube 5.0 end;
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Flggvény mint visszatérési érték (folyt.): a Newton-m@&aisixpont-folyamatként

@ deriv felhasznalasaval az altalanos Newton-madszer definé@fixgont-folyamatként

fun newtonTransform g x = x - (g x / deriv g X)
and newtonsMethod g guess = fixedPoint(newtonTransform g, guess)

@ PéldanewtonsMethod hasznalatara:

fun sgrt x = newtonsMethod (fn y => y*y-x) 1.0;
sqrt 16.0;

@ Két altalanos mddszer egy-egy alkalmazasat lattuk egy s&gyzetgydkének kiszadmitasara: a
egyik a fixpont-, a masik a Newton-maddszer.

@ Mivel az utdbbi is a fixpontmodszeren alapul, valéjaban adikmodszer kétféle alkalmazasat
lattuk.

@ Mindkét esetben egy fliggvénybindulunk ki, és kiszamitjuk valamely transzformaltjaregy
fixpontjat.

@ Ezt az altalanos modszert is definialhatjuk eljaraskémg¥@nyként), ezt mutatjuk be a
kovetked diakon.
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Absztrakcei6 fliggvényekkel (eljarasokkal)  FP-1..12-10

Flggvény mint visszatérési érték (folyt.): a fixpontmodskdaféle alkalmazasa

@ (* fixedPointOfTransform (g, transform, guess) =
a fixed point of (transform g) with the initial guess guess

*
ft)m fixedPointOfTransform (g, transform, guess) =
fixedPoint(transform g, guess)
@ Ez voltsqrt fixpontkeresésen alapul6 élgéaltozata:
fun sgrt x = fixedPoint(averageDamp (fn y => xly), 1.0)
@ Atirva az altalanos modszert megvaldsito fliggvénnyel:

fun sgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => xly,
averageDamp, 1.0)

@ Ez voltsqrt Newton altalanos mddszerét hasznalé masodik véltozata:
fun sgrt x = newtonsMethod (fn y => y*y-x) 1.0;
@ Atirva az altalanos modszert megvaldsito fiiggvénnyel:

fun sgrt x = fixedPointOfTransform (fn y => y*y-x,
newtonTransform, 1.0)
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Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-108

Adatabsztrakcié: racionalis szamok

@ A kovetked eldadasokon dsszetett adatokkal és adatabsztrakciovalkoglink.
@ Az adatabsztrakci6 lényege: dsszetett adatokkal dolgomgramjainkat Ugy épitjik fol, hogy
@ az adatokat felhasznalé programrészek az adatok szetkidzet tételezzenek fel semmit,

csak az dire definialt m{iveleteket hasznaljak,

@ az adatokat definialé programrészek az adatokat felhaspnagramrészekt fliggetlenek
legyenek.

@ A program e két része kozotti interfésanstrukturokbdBsszelektorokbdll.
@ Az dsszetett adatok koziil eddig ennesekkel és listaklakttunk.

@ Els) nagyobb példankban a raciondlis szamok és a rajtuk végeativeletek megvalositasat
mutatjuk be.

@ A raciondlis szamot abrazolhatjuk egy olyan parral, amedtyew el§ tagja a szamlalo
(numerator)és a masodik a nevéZdenominator).

@ Megval6sitjuk a négy aritmetikai alapmiiveletattdRat , subRat , mulRat , divRat , tovabba
az egyerfbségvizsgélatotequRat .
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Adatabsztrakci6: racionalis szamok (folyt.)

@ Tegyk fol, hogy

@ van olyankonstruktormiiveletiinlamely egyn szamlalébél és eggt nevedbdl |étrehozza a
raciondlis szamotmakeRat(n,d) ,tovabba
@ van egy-egy olyaszelektormUveletiinamelyek egyy racionalis szam szamlalojat, ill.

@ A jol ismert miveleteket irjuk at SML-programma:
n1/dy + na/dy = (nydy + nady) /(dida), ni/dy — na/dy = (nydy — nady)/(dids),
(n1/di)(na/do) = (mino)/(dida), (m1/d)/(n2/dz) = (nada)/ (dima),
ny1/dy; = ny/dy akkor és csak akkor, hady = nad;.

fun addRat(x, y) =

makeRat(num x * den y + num y * den x, den x * den vy)
fun subRat(x, y) =

makeRat(num x * den y - num y * den x, den x * den vy)
fun mulRat(x, y) = makeRat(num x * num y, den x * den y)
fun divRat(x, y) = makeRat(num x * den y, den x * num vy)
fun equRat(x, y) = num x * den y = den x * num y
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Adatabsztrakcid: racionalis szamok (folyt.)

@ Ezzel racionalis szamokat megval6sité programunik eddtozata kész is van. A teljes program:

type rat = int * int;

fun makeRat (n, d) = (n, d) : rat;
fun num (q : rat) = #1 q;

fun den q = #2 (q : rat);

fun addRat(x, y) =

makeRat(num x * den y + num y * den x, den x * den y)
fun subRat(x, y) =

makeRat(hum x * den y - num y * den X, den x * den y)
fun mulRat(x, y) = makeRat(num x * num y, den x * den y)
fun divRat(x, y) = makeRat(num x * den y, den x * num vy)
fun equRat(x, y) = num x * den y = den x * num y

fun printRat q =
print(makestring(num qg) ~ "/* ~ makestring(den q) * "\n");
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Adatabsztrakci6: racionalis szamok (folyt.)

@ Az SML-ben azennedétrehozésara vakonstruktormiveletiinka tagokat kerek zarojelek kézot
vessBvel elvalasztva felsoroljuk, és

@ van azennesegy-egy tagjat kivalasztszelektormiiveletiink i , aholi az i-edik tagpozicionalis
cimkéje 1-t6l kezdve.

@ Példaki(3, 4); #1(3, 4); #2(3, 4);

@ Az ennedagjaimintaillesztéssab kothebk névhez, plval (n, d) = (3, 4)

@ Gyengeabsztrakcioval valositjuk meg a raciondlis szam tipusiénatruktort és szelektorokat:
type rat = int * int;
fun makeRat (n, d) = (n, d) : rat;

fun num (q : rat) = #1 q;
fun den q = #2 (q : rat);

@ A gyenge absztrakcidevet ad egy objektumnak, dem rejti ela megvalositas részleteit.
@ Szikseégunk lesz kiiromUveletre is@ad alakd raciondlis szam kiirdséhoz.

fun printRat q =
print(makestring(num q) ~ "/* ~ makestring(den qg) * "\n");
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Adatabsztrakcid: racionalis szamok (folyt.)

@ Néhany példa a program hasznéalatara:

val oneHalf = makeRat(1,2);
val oneThird = makeRat(1,3);
val twoThird = makeRat(2,3);

printRat oneHalf;

printRat(addRat(oneHalf, oneThird));
printRat(mulRat(oneHalf, oneThird));
printRat(addRat(oneThird, oneThird));

equRat(addRat(oneThird, oneThird), twoThird);

oneThird = oneThird,;
addRat(oneThird, oneThird) = twoThird,;
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Adatabsztrakci6: racionalis szamok (folyt.)

@ Az utols6 példabdl, ha kiprébaljuk, lathatjuk, hogy pragank nemnormalizalja azaz nem a
lehet legegyszer(ibb alakban tarolja, ill. irja ki a racionélidmokat.

@ Segithetlink a dolgon, ha a konstruktorm({iveletben a s#étnéia nevedt a legnagyobb kézos
osztojukkal elosztjuk:

fun makeRat (n, d) =
let val g = gecd(n, d) in (n div g, d div g) : rat end;

A szelektormiiveleteken nem valtoztatunk.

@ A raciondlis szamokat normalizalt alakjukban taroljuléenemcsak a kiiras, hanem az
egyenbségvizsgalat is helyes eredményt ad:

printRat(addRat(oneThird, oneThird));
addRat(oneThird, oneThird) = twoThird;

@ A normalizalashoz csak egyetlen helyen kellett valtozt@fprogramon!

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-115

Adatabsztrakcid: racionalis szamok (folyt.)

@ Az absztrakcios korlatok elszigetelik egymastol a progegyes részeit.

@ El6nye, hogy a programokat egyszer{ibb karbantartani és sftadg pl. az adatok abrazolasat
megvaltoztatni.

@ PIl. a raciondlis szdm normalizalhat6 a Iétrehozésa heliktr, amikor a szamlal6jara vagy a
nevedjére van sziikségiink. Ha gyakran hozunk létre racionadimekat, de csak ritkan
hasznaljuk a szamlaléjat vagy a ne§igs, akkor az utébbi megoldas a hatékonyabb.

fun num (q : rat) =
let val (n, d)

fun den (q : rat) =
let val (n, d) = g; val g = gcd(n, d) in d div g end,

q; val g ged(n, d) in n div g end,

@ A makeRat flggvény nem normalizal6 valtozatat hasznaljuk; a progi@shi része nem
véltozik.

printRat(addRat(oneThird, oneThird));
addRat(oneThird, oneThird) = twoThird,;
equRat(addRat(oneThird, oneThird), twoThird) = true;
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Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-114

Adatabsztrakci6: racionalis szamok (folyt.)

Adatabsztrakciés korlatok raciondlis szamok csomagban

--------- Racionalis szdmot hasznal6 programok

Racionalis szam a feladattérben

————————— addRat subRat mulRat divRat equRat

Racionalis szam mint szamlalé és nevez 6

--------- konstruktor: makeRat; szelektorok: num, den ---

Racionalis szam mint par

--------- konstruktor: ( , ) ; szelektorok: #1, #2

A par megvalésitdsa SML-ben
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Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-116

Adatabsztrakcid: racionalis szamok (folyt.)

@ Adatokrélszolva nem elég annyit mondanunk, hogy ,adat az, amit az kdostruktorok és
szelektorok megvaldsitanak”.

@ Nyilvanvald, hogy konstruktorok és szelektorok csak bjmmhalmaza alkalmas pl. a raciondlis
szamok megvalositasara.

@ Racionalis szamok esetén a konstruktornak és a szelekmhkaarantalniuk kell az alabbi
feltételek (axiomak) teljestilését:
(* PRE : d > 0 %
x = makeRat(n, d);
= num x
den x

o >
I

@ Eggyel alacsonyabb absztrakciés szinten a par-abrazdéshi kell elégitenie a kovetkéz
feltételeket:

a=(x1Y)
X = #1 q
y =#2 q
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Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-117

Adatabsztrakci6: racionalis szamok (folyt.)

@ Barmely megvalositas, amely ezeket a feltételeket kig)égégfelel, példaul a kdvetkéas:

exception Cons of string;
fun cons (x, y) =
let fun dispatch 0 = x

| dispatch 1 y
| dispatch _ = raise Cons "argument not O or 1"
in  dispatch

end;
fun fst z = z O;
fun snd z = z 1;

@ A tulajdonsagleir6 egyenletek

q = cons(n, d)
n = fst q
d = snd g

@ \egylk észre, hogy a racionalis szamot megvalaitts objektum:fliggvénylfst éssnd
Uizenetet killdz objektumnak. Ennek a programozasi stilusnak ézémnetkildéa neve.
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Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-119

Adatabsztrakcié modulokkal: racionélis szamok

structure Ged = struct
fun gcd (a, 0) = a
| ged (a, b) = ged(b, a mod b) end

structure Rat =

struct
type rat = int * int ;
fun makeRat (n, d) = let val g = Gcd.gcd(n, d) in (n div g, d div g) : rat end

fun num (q : rat) = #1 q

fun den g = #2 (q : rat)

fun addRat(x, y) = makeRat(num x * den y + num y * den x, den x * den y)
fun subRat(x, y) = makeRat(num x * den y - num y * den x, den x * den y)
fun mulRat(x, y) = makeRat(num x * num y, den x * den y)

fun divRat(x, y) = makeRat(num x * den y, den x * num vy)
fun equRat(x, y) = num x * den y = den x * num y

fun printRat q = print(makestring(num q) ~ "/" ~ makestring(
val one = makeRat(1,1)

val zero = makeRat(0,1)

val oneHalf = makeRat(1,2)

val oneThird = makeRat(1,3)

val twoThird = makeRat(2,3)

end;

Az absztrakcié még nem elégdst a részletek nincsenek eléggé elrejtve!

den qg) » "\n");
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Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-118

Adatabsztrakci6: racionalis szamok (folyt.)

@ Példa:
val g = cons(1, 2);
fst @ = 1; snd q = 2;

@ A konstruktor és a szelektorok megvalésitasa lizenetksgdtés
fun makeRat (n, d) =

let val g = gcd(n, d) in cons(n div g, d div g) end,;
fun num q = fst q;
fun den g = snd q;

@ Racionalis szamokat megvaldsitd csomagunk nagy hibags, dyenge absztrakcidalosit meg,
azaz nem rejti el a megvaldsitas részleteit; a programdwdra, hogy az absztrakcios korlatoke
milyen mértékben tartja be. Ez hibak forrasa.

@ A megvaldsitas részleteards absztrakciovamodulok segitségével rejthetjik el a kilvilaglel
Az ,implementécios” modul neve az SML-bestructure , az (opcionalis) ,interfészmodul”
neve pedigsignature

structure name = struct ... end
signature name = sig ... end
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Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-120

Adatabsztrakcié modulokkal: raciondlis szamok (folyt.)

Ez a megvaldsitoRat struktira tényleges szignaturaja:

> structure Rat :
{type rat = int * int ,
val addRat : (int * int) * (int * int) -> int * int,
val den : int * int -> int,

val divRat : (int * int) * (int * int) -> int * int,
val equRat : (int * int) * (int * int) -> bool,
val makeRat : int * int -> int * int,

val mulRat : (int * int) * (int * int) -> int * int,
val num : int * int -> int,

val one : int * int,

val oneHalf : int * int,

val oneThird : int * int,

val printRat : int * int -> unit,

val subRat : (int * int) * (int * int) -> int * int,
val twoThird : int * int,

val zero : int * int}

Kilatszik arat tipus két komponensénéht tipusa.
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Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-121 Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-122

Adatabsztrakcié modulokkal: racionalis szamok (folyt.) Adatabsztrakcié modulokkal: racionalis szamok (folyt.)

A szignatlra létrehozésa és a strukturahoz kdtégétozzaa megvaldsitott értékek lathatosagat: structure  Rat 1 > Rat = (* ez Gn. A&ttetsz 6 szignatirakétés *)
struct
type rat = int * int;
fun makeRat (n, d) = let val g = Gcd.gcd(n, d)
in

signature Rat =

sig
type rat
val makeRat : int * int -> rat
val num : rat -> int
val den : rat -> int
val addRat : rat * rat -> rat
val subRat : rat * rat -> rat
val mulRat : rat * rat -> rat
val divRat : rat * rat -> rat
val equRat : rat * rat -> bool
val printRat : rat -> unit
val one : rat
val oneHalf : rat

(n div g, d div g) : rat
end
fun num (q : rat) = #1 g
fun den q = #2 (q : rat)

fun addRat(x, y) = makeRat(hnum x * den y + num y * den x, den x * den y)
fun subRat(x, y) = makeRat(num x * den y - num y * den x, den x * den y)
fun mulRat(x, y) = makeRat(num x * num y, den x * den y)
fun divRat(x, y) = makeRat(num x * den y, den x * num vy)

fun equRat(x, y) = num x * den y = den x * num y

fun printRat q = print(makestring(num q) ~ "/" ~ makestring( den qg) » "\n");

val oneThird : rat
val twoThird : rat
val zero : rat val one = makeRat(1,1)
end: val zero = makeRat(0,1)
val oneHalf = makeRat(1,2)
val oneThird = makeRat(1,3)
val twoThird = makeRat(2,3)
end;
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Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-123 Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-124

Adatabsztrakcié modulokkal: raciondlis szamok (folyt.) Adatabsztrakcié modulokkal: raciondlis szamok (folyt.)

Ez aRat szignatirahofattetsz6 szignatlrakotéss&btott Ratl struktira tényleges szignataraja: @ Példak aRat struktira hasznalatara:
> New type names: rat open Rat_1,;
sttructuretR_atl t: printRat oneHalf;
{ yr|>e ;ZR— ffi ! printRat(addRat(oneHalf, oneThird));
VaI 3 .at :rat * rat -> rat, printRat(mulRat(oneHalf, oneThird));
val der:q. r_at > *mt’ printRat(addRat(oneThird, oneThird));
val divRat : rat * rat -> rat, equRat(addRat(oneThird, oneThird), twoThird);

val equRat : rat * rat -> bool,

addRat(oneThird, oneThird) = twoThird,;

val makeRat : int * int -> rat,

val mulRat : rat * rat -> rat, ! addRat(oneThird, oneThird) = twoThird;

Val num : rat > |nt, | NANNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

val one : rat, I Type clash: expression of type

val oneHalf : rat, ! rat

val oneThird : rat, I cannot have equality type "a

val printRat : rat -> unit, L , ,

val subRat : rat * rat -> rat, @ Hopp! Az =relacié nem hasznalhaté!

val twoThird : rat, @ Ha akarjuk, azqtype deklaraciéval meg kell mondanunk az mosml-értelémesk, hogyrat
val zero : rat} tipusu értékek egyetégvizsgalatat engedélyezzik, azaata Un.egyenléségi tipus
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Absztrakci6 adatokkal

Adatabsztrakcié modulokkal: racionalis szamok (folyt.)

FP-1..12-125 Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-126

Adatabsztrakcié modulokkal: racionalis szamok (folyt.)

signature Rat =

sig
eqtype rat
val makeRat : int * int -> rat
val num : rat -> int
val den : rat -> int
val addRat : rat * rat -> rat
val subRat : rat * rat -> rat
val mulRat : rat * rat -> rat
val divRat : rat * rat -> rat
val equRat : rat * rat -> bool
val printRat : rat -> unit
val one : rat
val oneHalf : rat
val oneThird : rat
val twoThird : rat
val zero : rat

end;

Rat2 néven aRat struktira egy valtozatat igy
létrehozhatjuk a fenti, egyeddégi tipust hasznal®at

szignaturaval:

structure Rat2 :> Rat = Rat;

> signature Rat =

N\=rat.

{type rat = rat,

val
val
val
val
val
val
val
val
val
val
val
val
val
val

makeRat : int * int -> rat,
num : rat -> int,
den : rat -> int,

addRat : rat * rat -> rat,
subRat : rat * rat -> rat,
mulRat : rat * rat -> rat,
divRat : rat * rat -> rat,
equRat : rat * rat -> bool,
printRat : rat -> unit,

one : rat,

oneHalf : rat,

oneThird : rat,
twoThird : rat,
zero : rat}

@ A Rat struktiraban definialt értékekre teljes neviikkel kell tiigani:

Rat.printRat(Rat.mulRat(Rat.oneHalf, Rat.oneThird));
Rat.printRat(Rat.addRat(Rat.oneThird, Rat.oneThird)) ;

@ open -nel — a szignatUra altal korlatozott mértékben — lathatéhétjik a struktira tartalmat:

open Ratz;
equRat(addRat(oneThird, oneThird), twoThird);
addRat(oneThird, oneThird) = twoThird,;

@ A lathatéva tétel lehet lokalis (deklaracid, ill. kifejezldkalis deklaracioval):

local open Rat2

val g1 = addRat(oneThird, oneThird); val g2 = twoThird
in val ratPair = (q1, g2)
end;

let open Rat2
in printRat(addRat(oneThird, oneThird))
end;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév
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Absztrakcié adatokkal

Adatabsztrakcié modulokkal: raciondlis szamok (folyt.)
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FP-1..12-127 Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-128

Adatabsztrakcié modulokkal: raciondlis szamok (folyt.)

@ Valasszunk a matematikdban megszokotthoz kézelebb alkkata fliggvényeknek:

signature Rat =

sig

eqtype rat

val rat :int * int -> rat
val num : rat -> int

val den : rat -> int

val ++ : rat * rat -> rat
val -- : rat * rat -> rat
val ** : rat * rat -> rat

val // : rat * rat -> rat
val == : rat * rat -> bool
val toString : rat -> string
val one : rat

val oneHalf : rat

val oneThird : rat

val twoThird : rat

val zero : rat

end;

structure Rat3 :> Rat =

struct
type rat = int * int;
fun rat (n, d) =
let val g = Gced.ged(n, d) in (n div g, d div g) : rat end
fun num (q : rat) = #1 q

fun den q = #2 (q : rat)

fun op++(x, y) = rat(hnum x * den y + num y * den x, den x * den vy)
fun op--(x, y) = rat(hum x * den y - num y * den x, den x * den y)
fun op**(x, y) = rat(hum x * num y, den x * den y)

fun op//(x, y) = rat(num x * den y, den x * num vy)

fun op==(x, y) = num x * den y = den x * num y

fun toString r = makestring(num r) ~ /" A makestring(den r)

val one = rat(1,1)
val zero = rat(0,1)
val oneHalf = rat(1,2)
val oneThird = rat(1,3)

val twoThird = rat(2,3) end,;
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Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-129

Adatabsztrakcié modulokkal: racionalis szamok (folyt.)

@ Az () miveleti jelek prefix pozicidban hasznélhatok:

let open Rat3

in
print(toString(++( **(oneThird, oneHalf),oneThird)) ~ " \n");
++(oneThird, oneThird) = twoThird

end;

A ( és a** kozé legalabb egy szokoz kell, kiilonben az mosmagjegyzékezdetének veszi!
@ Vagy akar infix poziciojava alakithatok:

let open Rat3

infix 6 ++ --
infix 7 ** [/
in
print(toString(oneThird ** oneHalf ++ oneThird) * "\n");
oneThird ++ oneThird = twoThird
end;
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Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-131

Adatabsztrakcié modulokkal: raciondlis szamok (folyt.)

@ Uj tipustéskonstruktorokahozhatunk létre datatype  deklarécioval:

structure Rat4 :> Rat =
struct
datatype rat = Rat of int * int
fun rat (n, d) = let val g = Gcd.ged(n, d) in Rat(n div g, d div g)
fun num (Rat q) = #1 q
fun den (Rat q) = #2 q
fun op++(x, y) = rat(num x * den y + num y * den x, den x * den y)
fun op--(x, y) = rat(hnum x * den y - num y * den x, den x * den vy)
fun op**(x, y) = rat(num x * num y, den x * den vy)
fun op//(x, y) = rat(num x * den y, den x * num vy)
fun op==(x, y) = num x * den y = den x * num y
fun toString r = makestring(num r) ~ "/ ~ makestring(den r);

val one = rat(1,1)
val zero = rat(0,1)
val oneHalf = rat(1,2)

val oneThird = rat(1,3)
val twoThird = rat(2,3) end;
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Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-130

Adatabsztrakcié modulokkal: racionalis szamok (folyt.)

@ A szokasos alapmiiveleti jeleket is Gjradefinialhatjuk.
@ Eredeti jelentésiik nem vész el, de a miveletek teljes kelidtasznalnuniprefix pozicidban:

load "Int";
let open Rat3
val op+ = ++

val op- = --
val op* = **
val op/ = /I

in
print(toString oneHalf ~ "\n");
print(toString(oneHalf + oneThird) ~ "\n");
print(toString(oneHalf * oneThird) ~ "\n");
print(toString(oneThird - oneThird) ~ "\n");
print(toString(twoThird / oneThird) ~ "\n");
oneThird + oneThird = twoThird;
Int.+(1,2)

end;

Jegyezziik meg, hodpt.+ infix pozici6ban nem hasznalhato:

1 Int+ 2 (* hibas! *)
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Absztrakcié adatokkal ~ FP-1..12-132

Adatabsztrakcié modulokkal: raciondlis szamok (folyt.)

@ Az adatkonstruktor mintaillesztésseelektorkénis felhasznéalhat6 (és hasznélni is kell):

structure Rat5 :> Rat =
struct
datatype rat = Rat of int * int;
fun rat (n, d) = let val g = Gcd.ged(n, d) in Rat(n div g, d div g)
fun num (Rat(n, _)) = n
fun den (Rat(_, d)) = d
fun op++(x, y) = rat(num x * den y + num y * den x, den x * den vy)
fun op--(x, y) = rat(hum x * den y - num y * den x, den x * den vy)
fun op**(x, y) = rat(num x * num y, den x * den vy)
fun op//(x, y) = rat(num x * den y, den x * num vy)
fun op==(x, y) = num x * den y = den x * num y
fun toString r = makestring(num r) ~ "/ ~ makestring(den r);
val one = rat(1,1)
val zero = rat(0,1)
val oneHalf = rat(1,2)
val oneThird = rat(1,3)
val twoThird = rat(2,3) end;
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Absztrakci6 adatokkal ~ FP-1..12-133

Adatabsztrakcié modulokkal: racionalis szamok (folyt.)

@ Az adatkonstruktorfliggvényaldbanhasznalhat6 Gj érték létrehozasara:

structure Rat6 > Rat =
struct
datatype rat = Rat of int * int;
val rat = Rat;
fun num (Rat(n, _)) = n
fun den (Rat(_, d)) = d
fun op++(x, y) = rat(tnum x * den y + num y * den x, den x * den vy)
fun op--(X, y) = rat(num x * den y - num y * den x, den x * den vy)
fun op**(x, y) = rat(hum x * num y, den X * den vy)
fun op//(x, y) = rat(num x * den y, den x * num vy)
fun op==(x, y) = num x * den y = den x * num vy
fun toString r = makestring(num r) A "/" ~ makestring(den r);

val one = rat(1,1)
val zero = rat(0,1)
val oneHalf = rat(1,2)

val oneThird = rat(1,3)
val twoThird = rat(2,3) end,;
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Aadatabsztrakci6, adattipusdigpe , datatype FP-1..12-135

Osszefoglalas: gyenge é$sradatabsztrakcio

@ Gyenge absztrakcié: a név szinonima, az adatszerkezei tégabbra is hozzaférhik.

@ Erds absztrakcid: a név Uj dolgot (entitast, objektumot)ljeld adatszerkezet részeihez csak
korlatok kozott lehet hozzaférni.

@ type : gyenge absztrakcio; glype rat = {num : int, den : int}
@ Uj nevet ad egy tipuskifejezésnek (vo. értékdeklaracio).
@ Segiti a programszéveg megértését.
@ abstype : erés absztrakcié
@ Uj tipust hoz létre: név, miiveletek, abrazolas, jelslés.
@ Tulhaladott, van helyette joblatatatype + modulok
@ datatype : modulok nélkul gyenge, modulokkal@s absztrakcio;
pl. datatype 'a esetleg = Semmi | Valami of 'a
Bels) véltozata az SML-berdatatype 'a option = NONE | SOME of 'a

@ Uj entitast hoz létre.
@ Rekurziv és polimorfis lehet.
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GYENGE ES ERS ABSZTRAKCIO

Deklaracio6 lokalis érvény(i deklaraciovadcal

Aadatabsztrakci6, adattipusdigpe , datatype

-deklaracio

FP-1..12-136

@ Un. local

deklaraciokban, mikdzbesl akarjuk rejtenidket a program tdbbi részetel

-deklaraciot hasznélunk, ha egyes deklaraciokat fel akanasznalni mas

@ Szintaxisa: local d1 ahol d1 egy nemures deklaraciésorozat,
Iennd d2 d2 egy masik nemires deklaracidésorozat.
@ Példa:
(* length : ’a list -> int
length zs = a zs lista hossza
*)
local
(* len : 'a list * int -> int
len (zs, n) = az n és a zs lista hosszanak 0sszege
“)
fun len ([], n) =n
| len (_:zs, n) = len(zs, n+l)
in
fun length zs = len(zs, 0)
end
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Aadatabsztrakcio, adattipusdipe , datatype FP-1..12-137

Felhasznal6i adattipusok: ismédlatatype  deklaraciordl

@ person néven U] 6sszetett tipust hozunk létre:

datatype person = King
| Peer of string * string * int
| Knight of string
| Peasant of string

@ Az (j tipusnak négwdatkonstruktorgroviden: konstruktorajvan:

King , Peer ,Knight ésPeasant .
@ King Un.adatkonstruktorallandga t6bbi Unadatkonstruktorfiggvény.
@ Az adatkonstruktoroknak is van tipusuk:

King : person

Peer : string * string * int -> person

Knight : string -> person
Peasant : string -> person
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Aadatabsztrakci6, adattipusdigpe , datatype FP-1..12-139

A datatype deklaracio (folyt.)

@ Az alabbi példaban a négy kozill az egyiReasant name minta és benn@mamea
mintaazonositd

(* title : person -> string
title p = p megszoélitasa *)
fun title King = "His Majesty the King "
| title (Peer (deg, ter, _)) = "The " ~ deg ™ " of " ~ ter
| title (Knight name) = "Sir " ~ name
| title (Peasant name) = name

@ Assirs flggvény az dsszdsnight nevét 6sszegyljti person tipusu személyek egy
listdjabol (a valtozatok sorrendjentosaz_ miatt!):

(* sirs : person list -> string list
sirs ps = az 0sszes Knight nevének listdja *)
fun sirs [] =[]
| sirs ((Knight s)::ps) = s:sirs ps
| sirs (_:ps) = sirs ps
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Aadatabsztrakcio, adattipusdipe , datatype FP-1..12-138

A datatype deklaracio (folyt.)

King : person

Peer : string * string * int -> person
Knight : string -> person

Peasant : string -> person

@ King (kiraly) csak egy van, ezért definialhattuk konstrukt@adoként.

@ A Peer -t (fdnemest) nemesi cimstfing ), birtokdnak nevestring ) és sorszamar(t )
azonositja.

@ A Knight -ot (lovagot) és &easant -ot (parasztot) csupan a newar(ng ) azonositja.

@ Példa gerson adattipus alkalmazasara:

val persons = [King, Peasant "Jack Cade", Knight "Gawain",
Peer("Duke", "Norfolk", 9)];

> val persons = [King, Peasant "Jack Cade", ...] : person list

@ Az egyes esetek mintaillesztéssel valaszthatok szét.
@ Minden esetet le kell fedni mintaval; ha nem, figyelmeztgtapunk.

@ A mintak tetsblegesen Osszetettek lehetnek.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Aadatabsztrakci6, adattipusdigpe , datatype FP-1..12-140

A datatype deklaracio (folyt.)

@ Ha mas lenne a valtozatok sorrendje,;@s minta nemcsak &ing -re, aPeer -re és a
Peasant -railleszkedne (ti. ezek helyett &ll a példaban), handtnight -rais.

@ Az dsszes diszjunkt eset félsoroldsa segiti az algoritrelyehségének belatasat, bizonyitasat.

@ Azért vontunk 6ssze harom esetet egyetlen valtozatbar,amészletezésiik hosszabba tenné ¢
program szovegét is, végrehajtasat is.

@ A bizonyitas nem okoz gondot, ha a fliggvény harmadik seiét ((_::ps) = sirs ps )
feltételes egyenletne&kintjik:

sirs(p::ps) = sirs ps if Vs-p#Knight s
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Aadatabsztrakcio, adattipusdipe , datatype FP-1..12-141

A datatype deklaracio (folyt.)

@ A sorrend még fontosabb a kovetkezéldaban, amelyben személyek hierarchidjat vizsgalitk.

16 helyett csak 7 esetet kell megkilonboztetniink: azokag)yekigazeredményt adnak.

(* superior : person * person -> bool
superior (p, r)= igaz, ha p magasabb rangu r-nél *)
fun superior (King, Peer _) = true
superior (King, Knight _) = true
superior (King, Peasant _) = true
superior (Peer _, Knight _) = true
superior (Peer _, Peasant _) = true
superior (Knight _, Peasant _) = true
superior _ = false
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Aadatabsztrakci6, adattipusdigpe , datatype FP-1..12-143

Felsorolasos tipudatatype deklaracioval (folyt.)

@ A degree tipusu adatok feldolgozasakor killon-kulon elemezzik éoeduld eseteket, pl.

(* lady : degree -> string
lady p = p f bnemes hitvesének rangja *)

fun lady Duke = "Duchess "
| lady Marquis = "Marchioness"
| lady Earl = "Countess"
| lady Viscount = "Viscountess"
| lady Baron = "Baroness"

@ A belsb bool tipushoz hasonlBool tipust és hozza Hot fliggvényt példaul igy is
deklaralhatnank, ill. definialhatnank:

datatype Bool = True | False
(* Not : Bool -> Bool
Not b = b negaltja *)
fun Not True = False | Not False = True
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Aadatabsztrakcio, adattipusdipe , datatype FP-1..12-142

Felsorolasos tipusatatype deklaracioval

@ Gyakori, hogy egy név csak néhany kiilonb&téket vehet fel (azaz a név altal felveéhéttékek
halmaza kis szamossagu), ilyen esetben érdéatesolasos tipudétrehozni adatatype
deklaréacioval. PI.

datatype degree = Duke | Marquis | Earl | Viscount | Baron

@ A felsorolasos tipusnak cs&bnstruktorallandéivannak. Az (j tipus alkalmazasahoperson
tipust Ujra deklaralnunk kell:

datatype person = King
| Pear of degree * string * int
| Knight of string
| Peasant of string
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Aadatabsztrakci6, adattipusdigpe , datatype FP-1..12-144

Polimorf adattipusok

@ Lattuk, hogy dist  postfixpoziciéjatipusoperatornem tipus: alatatype deklaracié az
adatkonstruktorok melletfpuskonstruktorts létrehoz.

@ Abelsh’a list  tipushoz hasonlta List listat és vele egyitt Nil és aCons
adatkonstruktorokapéldaul igy definialhatjuk:

datatype 'a List = Nil | Cons of 'a * 'a List;

@ A Cons adatkonstruktorfuiggvérgikalmazaséaval elég korilményes a listak létrehozésa., 2z 1
3, 4 sorozatot példaul igy kell megadni:

Cons(1, Cons(2, Cons(3, Cons(4, Nil))));
@ Bevezethetjik amnfix pozicioja:::  adatkonstruktoroperatort:
infix 5 :: ; val op @ = Cons
@ Az infix hatospontotmagaban a tipusdeklaracioban is definidlhatjuk:

infix 5 :: ; datatype 'a List = Nil | ::: of 'a * 'a List
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Aadatabsztrakcio, adattipusdipe , datatype FP-1..12-145

Polimorf adattipusok: megkulonbdztetett egyesités

@ Kovetked példank két tipumegkulonboztetett egyesitésgs néven diszjunkt unidja:
datatype (‘a, 'b) disun = In1 of 'a | In2 of 'b
@ |tt harom dolgot definialtunk:

1. a kétargumentumdisun tipusoperatort,
2.azlnl : ’a -> ('a, 'b) disun és

3.azIln2 : b -> (a, 'b) disun adatkonstruktorfiiggvényeket.

@ ('a, 'b) disun az'a és'b tipusok megkilonboztetett egyesitéBegkilénbdztetettnek
nevezzilk az egyesitést, mert&Bb is barmikor meg tudjuk mondani, hogy e, 'b)
disun tipusu par egyik vagy masik eleme melyik alaptipusbhél sazika Az (j tipusba tartoz6
értékekinl x alaklak, hac’a tipusu, é3n2 y alakuak, hay 'b tipusa.

@ Az Inl ésIn2 konstruktorfliggvények olyacimkénekekinthetk, amelyek aza tipust
megkuldnboztetik & tipustol.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Aadatabsztrakci6, adattipusdigpe , datatype FP-1..12-147

Megkuldnboztetett egyesités (folyt.)

@ Egy példaconcat alkalmazasara:
concat [In1 "O! ", In2 King, In1 "Skécia";
> val it = "O! Skécia : string

@ Az In1 konstruktorfiiggvény tipusa -> (‘a, 'b) disun
argumentumra alkalmazyatring, 'b) disun

,ezértastring  tipusu"O!"

tipusu érték az eredmény.

@ Az In2 konstruktorfiiggvény tipusé -> (‘a, 'b) disun , ezért goerson tipusiKing
kifejezésre alkalmazvga, person) disun tipusu érték az eredmény.

@ Az[In1 "O!", In2 King, In1 "Skdcia" kifejezésben mindkét alaptipust lekotjik,
ezért ennek a listanak a tipugéstring, person) disun) list

@ Az[In2 "0O", In2 King, In1 "Skoécia"] kifejezés kiértékelése hibajelzést

eredményez, mert'd tipusvaltozot nem lehet ugyanabban a kifejezésben egigpzenasszor
ugy lekotni.
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Aadatabsztrakcio, adattipusdipe , datatype FP-1..12-146

Megkuldnboztetett egyesités (folyt.)

@ A megkulonboztetett egyesités letnet teszi, hogy kilénbdztipusokat hasznaljunk ott, ahol
egyébként csak egyetlen tipust hasznalhatnank (vo. alojektientalt programozas, ahol pl. eg
alakzatosztalynakéglalap, haromszogagy kor nevii leszarmazottai lehetnek).

@ Az SML-ben megkilonboztetett egyesitéssel tudunk IémeHailénbdzé tipust elemekhbdld
listat:

[In2 King, In1 "Skécia"] : ((string, person) disun) list;
[In1 "zsarnok", In2 1040] : ((string, int) disun) list

@ A lehetséges eseteket mostintaillesztéssetlemezhetjik, pl.

(* concat : (string, 'a) disun list -> string
concat d = a d diszjunkt unié Inl cimkéji
elemeinek konkatenéacidja *)
fun concat [| = ™
| concat (In1 s :: Is) = s ~ concat Is
| concat (In2 _ :: Is) = concat Is;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

ESETSZETVALASZTAS, OPCIONALIS ERTEK




Esetszétvalasztas, opciondlis érték  FP-1..12-1

Esetszétvalasztasgse )

case E of P1 => E1 | P2 => E2 | | Pn => En

Az SML-értelmed — balrél jobbra és foliél lefelé haladva — megprébaliat P1-re illeszteni, ha
nem sikerllP2-re s.i.t. Acase -kifejezés eredménye &kifejezésre illeszkefiels) Pi mintahoz

Opciondlis érték kezelés&a( option )

Esetszétvalasztas, opciondlis érték  FP-1..12-1

datatype 'a option = NONE | SOME of 'a

Flggvények aDption kdnyvtarbol:

tartozOEi kifejezés lesz.

A case is csak szintaktikus éde8fizer, ui. helyettesith@tn -jeldléssel:

(fn P1 => E1 | P2 => E2 |

| Pn => En) E

Példaul dady fliggvényt igy is definialhattuk volna:
datatype degree = Duke | Marquis | Earl | Viscount | Baron

(* lady : degree -> string (* lady : degree -> string
lady p = p f dnemes lady p = p f Onemes
hitvesének rangja *) hitvesének rangja *)
fun lady p = fun lady p =
case p of (fn
Duke => "Duchess " Duke => "Duchess "
| Marquis => "Marchioness" | Marquis => "Marchioness"
| Earl => "Countess" | Earl => "Countess"
| Viscount => "Viscountess" | Viscount => "Viscountess"
| Baron => "Baroness" | Baron => "Baroness"
)P
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Esetszétvalasztas, opciondlis érték  FP-1..12-1

Példak opcionalis értékek kezelésére

@ Egészlista legnagyobb elemének kivalasztasa

Ures listanak nincs legnagyobb eleme; egyelemdi listatigyeleme a ,legnagyobb”; legalabb
kételem(i lista legnagyobb eleme azéetdem és a maradéklista elemei koziil a legnagyobb.

(* maxl : int list -> int option
maxl ns = az ns egészlista legnagyobb eleme *)
fun maxl [] = NONE (* ures *)
| max| [n] = SOME n (* egyelemi *)
| maxl (n:ns) = (* legaldbb kételemi *)
SOME(Int.max(n, valOf(maxl ns)))

@ Fuzér elején allo karaktersorozat atalakitasa egész saamm

val Int.fromString : string -> int option (* Overflow *)

Int.fromString s = SOME i if a decimal integer numeral can be scanned
from a prefix of string s, ignoring any initial whitespace;
NONE otherwise. A decimal integer numeral, after any initia
whitespace, must have the form: [+~-]?[0-9]+

String "~1234";
String “"alma”

Int.fromString "1234"; Int.fromString "-1234"; Int.from
Int.fromString "+1234"; Int.fromString "+007"; Int.from
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val getOpt : 'a option * 'a -> ‘a

val isSome : 'a option -> bool

val valOf : 'a option -> 'a

val filter : (a -> bool) -> 'a -> 'a option

val map : (a -> 'b) -> 'a option -> 'b option

val mapPartial : (a -> 'b option) -> (‘a option -> ’'b option)
getOpt (xopt, d) = x if xopt is SOME x, d otherwise.
isSome xopt = true if xopt is SOME x, false otherwise.

valOf xopt = x if xopt is SOME x, raises Option otherwise.
filter p x = SOME x if p x is true, NONE otherwise.

map f xopt = SOME(f x) if xopt is SOME X, NONE otherwise.

mapPartial f xopt

= f x if xopt is SOME x, NONE otherwise.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév
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(Funkciondlis programozas)




Binaris fak ~ FP-1..12-153

Binaris fakdatatype deklaracioval

@ A listahoz hasonléan rekurziv adatszerkezft.a

@ El6sz0r olyan binéris fat deklaralunk, amelynek a leveleséke a csomépontjaiban pedigbb a
bal részfat, majd aa tipusu értéket, és végul a jobb részfat adjuk meg:

datatype 'a tree = L | B of 'a tree * 'a * 'a tree;

@ Tekintsuk példaul az alabbi fat:
12

/\
9 17
/\ /\
5 11 14 22
/\ VAN [\ VAN
3 7 16
Z N 7N VAN

@ Az'a tree adattipud ésB adatkonstruktoraival ez a fa pl. a kdvetkdapon lathaté médon
irhato le.
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Binaris fak ~ FP-1..12-155

Binaris fakdatatype deklaracioval (folyt.)

@ A fastruktira szdveges leirasa atlathatébb, ha az egyeakéak nevet adunk, és a részfakbol
épitjuk fel a teljes fat:

B( 12

B( 9 B( 17
/\ /\

B( 5 B( 11 B( 14 B( 22
2N s ZZRN
/N Lo L N LoL)
B(3 B(7 B( 16
NN RN
L b, Lh), LL),
val tr3 = B(L,3,L); val tr7 = B(L,7,L);
val tr5 = B(tr3,5,tr7); val trll = B(L,11,L);
val tr9 = B(tr5,9,tr11); val trl6 = B(L,16,L);
val trl4 = B(L,14,tr16); val tr22 = B(L,22,L);

val trl7 = B(tr14,17,tr22);  val trl2 = B(tr9,12,tr17);
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Binaris fak ~ FP-1..12-154

Binaris fakdatatype deklaracioval (folyt.)

B(B(B(B(L,3,L), A bal oldali kifejezést elég nehéz atlatni. A

5, fastruktira szdveges leirasat megkonnyiti, ha az
B(L,7,L) abraba beirjuk a megfefehdatkonstruktorokat.
)
9, B( 12
B(L,11,L) T
B( 9 B( 17
)’ /\
12, B( 5 B( 11 B( 14 B( 22
B(B(L, 8 U A N
14, B(3 B(7 o " B( 16 n
NN AN
B(L,16,L) L. L), 1),
),
17,
B(L,22,L)

)
);
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Binaris fak ~ FP-1..12-156

Binaris fakdatatype deklaracioval (folyt.)

@ Masféle fastruktirakat is deklaralhatunk, pl.

@ kezdhetjiik aza tipusu értékkel, majd folytathatjuk@b a bal, azutan a jobb részfa
megadasaval,

@ felhasznalhatjuk a levelet is értékek tarolasara,

@ az értéket nem tarolo lres csonkokat peehgel jelolhetjik.

@ A leirtak szerinti binaris fat hoz létre a kdvetkedeklaracio:

datatype 'a tree = E | L of 'a | B of 'a * 'a tree * 'a tree

nemrekurziv agnak (Un. trividlis esetnek).
@ A nemrekurziv &g hianya miatt az alabbi, szintaktikailatybe deklaraciok hasznalhatatlanok:
B of 'a badtree * 'a * 'a badtree

L of 'a badtree
| B of 'a badtree * 'a * 'a badtree

datatype 'a badtree
datatype 'a badtree
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Binaris fak ~ FP-1..12-157

Egyszer( miveletek binaris fakon

@ nodes egy fa csomépontjait szamlalja meg. Legyen
datatype 'a tree = L | N of 'a * 'a tree * 'a tree

(* nodes : 'a tree -> int
nodes f = az f fa csomoépontjainak a szama *)
fun nodes (N(_, t1, t2)) = 1 + nodes t2 + nodes t1
| nodes L = 0

@ nodes akkumulatort hasznal6 véltozataodesa ):

fun nodesa f =

let (* nodesO(f, n) = n + a csomépontok szama f-ben

nodesO : ’'a tree * int -> int *)
fun nodesO (N(_, t1, t2), n) =
nodesO(t1, nodesO(t2, n+1))

| nodesO (L, n) = n

in  nodesO(f, 0)

end
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BINARIS FAK

Binaris fak ~ FP-1..12-158

Egyszerl miveletek binéris fakon (folyt.)

@ A fa gyokeréldl a leveléhez vezétiton az élek szamat (az Ut hosszat) az adott levél sziktjéne
nevezzik. A szintek kozil a legnagyobbat arfélységénekivjuk.

@ depth egy fa mélységét hatarozza meg.

(* depth : 'a tree -> int
depth f = az f fa mélysége *)
fun depth (N(_, t1, t2)) = 1 + Int.max(depth t2, depth t1)
| depth L = 0

@ depth akkumulatort hasznal6 valtozateptha ):

fun deptha f = let fun depthO (N(_, t1, t2), d) =
Int.max(depthO(tl, d+1), depthO(t2, d+1))
| depthO (L, d) = d
in
depthO(f, 0)
end
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Binaris fak ~ FP-1..12-160

Egyszer{i miveletek binaris fakon (folyt.)

@ fulltree n mélységiteljes binaris fatpit, és a fa csomopontjdittél 2" — 1-ig beszamozza.
Egy teljes binaris faban minden csomépontbdl pontosanlkgdél ki, és minden levelének
ugyanaz a szintje.

(* fulltree : int -> 'a tree
fulllree n = n mélységi telies fa *)
fun fulltree n =
let fun ftree (_, 0) = L
| ftree (k, n) = N(k, ftree(2*k, n-1), ftree(2*k+1, n-1))
in
ftree(1, n)
end

@ reflect  afat a fUg@leges tengelye mentén tikrozi.

(* reflect : 'a tree -> 'a tree
reflect t = a fugg dleges tengelye mentén tukrozott t fa *)
fun reflect L = L
| reflect (N(v,t1,t2)) = N(v, reflect t2, reflect t1)
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Binaris fak ~ FP-1..12-161 Binaris fak ~ FP-1..12-162

Lista eballitasa binaris fa elemedb Lista eballitasa binaris fa elemedb(folyt.)
@ Mindharom flggvényinaris fabol listatallit el6. Abban kilénboznek egymastél, hogy a @ Hainorder el6z0 valtozataban ainorder t1 @ (v :: inorder t2) kifejezésben a
csomopontokban tarolt értékeket mikor veszik ki, és milgerrendben jarjak be a részfakat: v :: inorder t2 részkifejezést nem tesszilk zardjelbe, a fordit6 hibét jehével:: és@

azonos precedenciajl, és ezért zardjelek nélkil a nyiatéan hibasnorder t1 @ v

@ preorder elészor az értéket veszi ki, majd bejarja a bal, és azutan arftaat; DTS PIES M, E5 € k
részkifejezést akarna kiértékelni.

@ inorder  elBszor bejarja a bal részfat, majd kiveszi az értéket, végjdlrfa a jobb részfat;
@ postorder  elészor bejarja a bal, majd a jobb részfat, és utoljara vesz Ertéket. @ inorder  el6z6 megvaldsitasaval kb. egyenértékii a koveikedtozata, amelybenaelem
helyett az egyelem[y] listat fizzukinorder t2  elé:
@ Az akkumulatort nem hasznal6 valtozatok egyszeriiekerel, de nem elég hatékonyakaa Y 24 v

operator hasznélata miatt. fun inorder L = ]

(* preorder : 'a tree -> 'a list | inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ ([v] @ inorder t2)

¢ preorder f s a f fa elemeinek preorder sorrendr listdja *) Ez a véltozat azonbappant sérilékenygyanis a hatékonysaga fligg a zardjelek kirakasatod
un preorder L =[] . e L P
| preorder (N(vtLt2)) = v :: preorder tI @ preorder t2 Haalv] @ inorder t2 részkifejezést nem tesszuk zarojelbe, akkor a fordéiézér a
(* inorder : 'a tree -> 'a list inorder t1 @ [v] részkifejezést fogja kiértékelni, azaz egy egyelematist fliz egy
inorder f = az f fa elemeinek inorder sorrendi listaja *) (altaldban) jéval hosszabbat!
fun inorder L = [] ’ 3 ; . . Lo
| inorder (N(v,t1,t2)) = inorder t1 @ (v :: inorder t2) @ Az elmondottakhoz hasonl6 okbgbstorder  bemutatott valtozata iendkivil sériilékenyHa
(* postorder : 'a tree -> ’a list ugyanis a postorder t1 @ (postorder t2 @ [v]) kifejezésben az amugyis rossz
. P"Stto“ée' fL: a[z] f fa elemeinek postorder sorrend listaja * ) hatékonysagpostorder t2 @ [v]  részkifejezést nem tessziik zaréjelbe, akkor a forditd
un postorder = P .. P e s 2 2oz s z
| postorder (N(t1t2)) = postorder tl @ (postorder 2 @ [v] ) eloszor,a postord'er. t% @ .postorder .t2 ) reszklfejeze§t eirte”kgll ki, azazaliet., )
felteheben hosszu listat fizi egybe, majd a létrehozott erednstéyfiizi az egyelem( listahoz!
Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas) Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)
Binaris fak ~ FP-1..12-163 Binaris fak ~ FP-1..12-164
Lista eBallitasa binaris fa elemedb(folyt.) Binéris fa eballitasa lista elemed: balPreorder

Az akk latort h 4l6 valtozatok nehezebben é&éhemneg, dédaték bbalelsbsorb o . el . i - .
¢ arumuiatort hasznalo vaitozatok hehezebben & 9 atekonyabbalelsosorban a @ Listatkiegyensulyozofbalancedbinaris favialakitanak a kévetkézfliggvények:

veremhasznalat szempontjabol. balPreorder ,ballnorder  ésbalPostorder ;a kilonbség kozottik most is a bejarasi
(* preord : 'a tree * 'a list -> 'a list sorrendben van.
preord(f, vs) = az f fa elemeinek a”vs_. Ills_ta elé fizott, @ (* balPreorder: 'a list -> ’a tree
preorder sorrendi listdja *) - . . S0 ans
balPreorder xs = az xs lista elemeib ol allé, preorder
fun preord (L, vs) = vs bejarasu, kiegyensulyozott fa
| preord (N(v,t1,t2), vs) = v:preord(tl, preord(t2,vs)) ) '
(* inord : 'a tree * 'a list -> 'a list fun balPreorder [] = L
inord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott, | balPreorder (x::xs) =
inorder sorrendi listaja *) let val k = length xs div 2
fun inord (N(v,t1,t2), vs) = inord(tl, v:inord(t2,vs)) in
| inord (L, vs) = vs N(x, balPreorder(List.take(xs, K)),
(* postord : 'a tree * 'a list -> ’a list end balPreorder(List.drop(xs, k)))
postord(f, vs) = az f fa elemeinek a vs lista elé fizott,
postorder sorrendf listaja *) @ A hatékonysagot kisebb mértékben rontja, hbgpt.take éslList.drop egymastol
fun postord (N(v,t1,t2), vs) = postord(tl, postord(t2, v:: vs)) fuggetlenulkétszemennek végig a lista edsfelén.

| postord (L, vs) = vs

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas) Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)



Binaris fak ~ FP-1..12-165

take ésdrop egyetlen fliggvénnyetake'ndrop

@ frjunk take’'ndrop  néven olyan fiiggvényt, amelynek egy listabdl és egk egészbl allé par
az argumentuma, és egy olyan par az eredménye, amelyrietagja a lista esk db eleme,
mésodik tagja pedig a lista tobbi eleme.

(* take’'ndrop : ’'a list * int -> ’a list * 'a list
take’'ndrop(xs, k) = olyan par, amelynek
els 6 tagja xs els 6 k db eleme,
méasodik tagja pedig xs maradéka
*)
fun take’'ndrop (xs, k) =
let fun td (xs, 0, ts) = (rev ts, xs)
| td (I, _, ts) = (rev ts, [])
| td (x:xs, k, ts) = td(xs, k-1, x:ts)
in
td(xs, k, )
end

@ take'ndrop  felhasznalasa, nevezetesen az eredményil atadott pammodasitani kell
balpreorder  felépitésén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Binaris fak ~ FP-1..12-167

Binaris fa eballitasa lista elemed

@ (* ballnorder: 'a list -> 'a tree
ballnorder xs = az xs lista elemeib
kiegyensulyozott fa

ol allo, inorder bejarasu,

")
fun ballnorder [] = L
| ballnorder (xxs as x:xs) =
let val k = length xxs div 2
val ys = List.drop(xxs, k)
in
N(hd ys, ballnorder(List.take(xxs, k)),
ballnorder(tl ys))
end

@ (* balPostorder: 'a list -> 'a tree
balPostorder xs = az xs lista elemeib 6l allé, postorder
bejarasu, kiegyensulyozott fa
*)
fun balPostorder xs = balPreorder(rev xs)

@ ballnorder take’ndrop -pal valé definialasat meghagyjuk gyakorlo feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas)

Binaris fak ~ FP-1..12-166

Binaris fa eballitasa lista elemedd: balPreorder , Ujra

@ Ez volt:

fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
in  N(x, balPreorder(List.take(xs, k)),
balPreorder(List.drop(xs, k)))
end

@ Ez lett:

(* balPreorder: 'a list -> 'a tree
balPreorder xs = az xs lista elemeib
fun balPreorder [] = L
| balPreorder (x::xs) =
let val k = length xs div 2
val (ts, ds) = take'ndrop(xs, k)
in  N(x, balPreorder ts, balPreorder ds)
end

ol allo, preorder ... *)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Binaris fak ~ FP-1..12-168

Elem torlése binaris fabol

@ Adott értéklielemetrekurziv médszerrehegkeresnegyszeri feladat.

@ Uj elemet beszuarrsem nehéz: rekurziv modszerrel keresiink egy levelet, é&kenhelyére
berakjuk az Gj értéket. Ha a fa rendezve van, tigyelniink kell Aogy a rendezettség
megmaradjon.

@ Adott értéklielemetvagy elemeketekurziv médszerrelitorolni valamivel nehezebb: ha a
torlendd érték az éppen vizsgalt részfa gyokerében van, a két rézzres fa részfaitegyesiteni
kell, miutan a torlést a két részfan mar végrehajtottuk.

R

@ Megtehetjiik, hogy ébb egyesitjik a két részfat, majd az eredményiil kapott fébdjik az
adott értékl elemet.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)



Binaris fak ~ FP-1..12-169

Elem rekurziv torlése binéris fabal (folyt.)

@ A join -nal egyesitjiik a torlés hatasara létr&jdét részfat: a bal részfat lebontja, és kdzben i
elemeit egyesével berakja a jobb részfaba.

(* join : 'a tree * 'a tree -> 'a tree

join(b, ) = a b és a j fak egyesitésével létrehozott fa *)
fun join (L, tr) = tr

| join (N(v, It, rt), tr) = N(v, join(lt, rt), tr)

@ A remove rendezetlen binaris fabdl torli azértékli elenvssze=léfordulasat.

(* remove : 'a * 'a tree -> 'a tree
remove(i, f) = i dsszes el
fun remove (i, L) = L
| remove (i, N(v,ltrt)) =
if i<>v
then N(v, remove(i,lt), remove(i,rt))
else join(remove(i,It), remove(i,rt))

ofordulasat torli f-b ol *)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Binaris fak ~ FP-1..12-171

Binaris kereéfak: bupdate

@ A binsert  figgvény egy Uj kulcsu elemet rak be egy rendezett binébia, faa még nincs benn

(* binsert : (string * 'a) tree * (string * 'a) -> (string * 'a) t ree
binsert(f, (b,y)) = az 0j (b,y) kulcs-érték parral b ovitett f fa *)
fun binsert (L, (b,y)) = N((by), L, L)
| binsert (N((a, x), t1, t2), (b,y)) =
if b <a then N((a, x), binsert(tl, (b,y)), t2)
else if a < b then N((a, x), t1, binsert(t2, (b,y)))
else (* a=b *) raise Bsearch("INSERT: " ~ b);

@ A bupdate fliggvény megléé kulcsu elembe Uj értéket ir be egy rendezett binaris faban:

(* bupdate : (string * 'a) tree * (string * 'a) -> (string * 'a) t ree
bupdate(f, (b,y)) = az f fa, a b kulcshoz tartozé érték helyén
az y értékkel *)
fun bupdate (L, (b,y)) = raise Bsearch("UPDATE: " ~ b)
| bupdate (N((a,x), t1, t2), (by)) =
if b <a then N((a,x), bupdate(tl, (b,y)), t2)
else if a < b then N((a,x), t1, bupdate(t2, (b,y)))
else (* a=b *) N((by), t1, t2);

@ A fuggvényekgenerikussdételét meghagyjuk gyakorlé feladatnak.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas)

Binaris fak ~ FP-1..12-170

Binaris kereéfak: blookup , binsert

@ Rendszerint adott kulcsu elemet kerestink egy rendezéittibifaban, ehhez értékeket kell
Osszehasonlitanunk egymassal, ehhez a keresett kulegpekléségi tipustunaell lennie (a
példaban &tring  tipust hasznaljuk).

@ A flggvényekkivételtjeleznek, ha a keresett kulcsu elem nincs a Kifédman:
exception Bsearch of string
@ A blookup fliggvény adott kulcshoz tartozé értéket ad vissza:

(* blookup : (string * 'a) tree * string -> 'a
blookup(f, b) = az f faban a b kulcshoz tartoz6 érték
*)
fun blookup (L, b) = raise Bsearch("LOOKUP: " ™ b)
| blookup (N((a,x), t1, t2), b) =

if b <a then blookup(t1,b)
else if a < b then blookup(t2, b)
else x;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

KIVETELKEZELES




Kivételkezelés ~ FP-1..12-173

Kivételkezelés

@ Kivételt azexception  kulcsszéval deklaralunk,mise kulcsszéval jelziink, Bandle
kulcsszéval bevezetett kifejezésben kezellnk.

@ A kivételt altalaban hibak jelzésére hasznaljuk, de hdbatjak visszalépés kezelésére is (az
utébbira példa aaltas fliggvényben lathato a kovetk&foliak egyikén).

@ A kivételdeklaraci6 az adattipus-deklaraciédatatype -deklaraciora) emélkeztet:
exception  name; exception name of ty .

@ Példak kivétel deklaralasaraxception Valt; exception Hiba of char * int

@ A kivételkonstruktor allando vagy fliggvény lehet. Példgkit : exn ,Hiba : char *
int -> exn

@ A kivételdeklaracié specidlis adattipus-deklaracidaaiutébbival ellentétben dinamikushaviti
a kivételkonstruktorok halmazat.

@ Kivétel jelzésére aaise kulcsszoval kezoldb specidlis kifejezést kell hasznalunk.

@ Példak kivétel jelzéséreaise Valt |, raise Hiba(#'N", 4)

@ raise (hipotetikus) tipusaexn -> 'a

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Kivételkezelés ~ FP-1..12-175

Kivételkezelés (folyt.)

@ A kovetked programrészlet példa kivétel deklaralasara, jelzésekezelésére

exception Hiba of char * int;

fun kivkez 0 = raise Hiba(#"N", 4)
| kivkez ~9 = raise Hiba(#"M", 9)
| kivkez n n;

fun kivKezel i =
kivKez i handle Hiba(#'N", i) => (print "N"; i)
| Hiba@®'M", i) => (print "M"; i-1);

kivkezel 0 = 4;
kivKezel ~9
kivKezel 7

I
N*®

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas)

Kivételkezelés ~ FP-1..12-174

Kivételkezelés (folyt.)

@ raise alkalmazasanak eredménye az KimételcsomagMivel a kivételcsomag polimorf tipusu
barmely mas tipussal kompatibilis.

@ A kivétel kezelése aase -szerkezetre emlékeztet: handle P1 => E1 | --- | Pn => En
@ HaE ,kozonséges” értéket ad eredményiil, a kivételk@eglyszer(ien tovabbadja az eredmény
@ HaE eredménydivételcsomagaz SML megprébélja illeszteniRl, ---, Pn mintakra.
@ HaPi (1 <= i <= n )azel$ illeszked minta, akkoiEi a kivételkezeh eredménye.
@ Ha egyetlen minta sem illeszkedik a kivételcsomagra, atéikézeb tovabbpasszolja.
@ Példak kivétel kezelésére:

@ erme :: valtas (erme:ermelista) (osszeg-erme)
handle Valt => valtas ermelista osszeg

@ (fn i => kivKez i handle Hiba(c, i) => (print(str c); i-1)) O
@ handle (hipotetikus) tipusaexn -> 'a

@ LegyenEx exn tipusu kivétele pedig tetsbleges kifejezés; ekkor a handle Ex => c
(kivételkezebt tartalmazo) kifejezésbesrneke-vel azonos tipusunak kell lennie.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Kivételkezelés ~ FP-1..12-176

Kivételkezelés (folyt.)

@ Példa visszalépés programozasara kivételkezeléssel
exception Valt;

(* valtas : int list -> int -> int list
valtas ermelista osszeg = a lehet 0 legkevesebb érmét tartalmazé olyan
érmelista, amely elemeinek ©sszege osszeg
PRE : ermelista = a valtasra hasznalhaté érmék csokken 6 értéksorrendben
osszeg >= 0
*)
fun valtas _ 0 =[]
| valtas [] _ = raise Valt
| valtas (erme:ermelista) osszeg =
if (* ha az adott érme tdl nagy, a kovetkez
erme > osszeg then valtas ermelista osszeg
(* ha az adott érmét 0l kezdve sikerul felvaltani, az jo;
ha nem, a kovetkez © érmével kezdjuk Gjra az adott ponttél *)
else erme :: valtas (erme:ermelista) (osszeg-erme)
handle Valt => valtas ermelista osszeg;

ovel probalkozunk *)

valtas [50, 20, 10, 5, 2] 197 = [50, 50, 50, 20, 20, 5, 2J;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)



Kivételkezelés (folyt.)

Kivételkezelés  FP-1..12-177

@ A leggyakoribb bel§ kivételek

Név Muivelet, amely a kivételt kivalthatja
Bind Ertékdeklaracioban a jobb oldali kifejezés nem illeszkedbal oldali mintara.
Chr chr pred succ
Div / div. mod
Domain Az érték kilég az értelmezési tartomanybdl.
Empty hd tl last
Fail compile load loadOne Fail : string -> exn
Interrupt Megszakitas ctrl/c-vel.
lo Ki/beviteli hiba.lo : {cause : exn, function : string, name : string}
Match Mintaillesztési hibacase éshandle kifejezésben, vagy fuggvényalkalmazasban.
Option Hiba egyOption  konyvtarbeli figgvény alkalmazasakor.
Overflow ~ + - * /[ div mod abs ceil floor round trunc
Size A array concat fromList implode tabulate translate vector
Subscript copy drop extract nth sub substring take update
@ Fail éslo kivételkonstruktorfiiggvények, a tobbekn tipusu kivételkonstruktorallandé.

@ Option csakOption.Option

néven hasznalhatd, ha nem nyitjuk medoption kdnyvtarat.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév

nvezér a sakktablan

(Funkciondlis programozas)

Egy nagyobb példa a visszalépéses programozasra  FP1¥912

Hanyféleképpen rakhaton vezér egyn x n méretl sakktablara ugy, hogy ne Ussék egymast?

@ A sakktablat egy olyan hosszi sorvektorra
irjuk le, amelynek egy-egy mégbe irts
szam a sakktabla egy-egy oszlopaba lerak
vezér soranak a sorszantxges<n ).

@ Példan=4 esetén:

B
[2]10]

Vot
=

| @ A sorvektort listaval valositjuk meg.

tt. Egy listdhozbalrél konny(idj elemeket
0 flzni, ezért a tablat és a vezérek helyzetét
leird listat fig@legesen tiikrozzik.
P e s e
[310]2]

B
n-l <-- 0

@ Egyn hosszu sorvektdr-edik eleme az
n-(i+1) -edik elem a listaban.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév

(Funkcionalis programozas)

VISSZALEPESES PROGRAMOZAS

nvezér a sakktablan (folyt.)

Egy nagyobb példa a visszalépéses programozasra  FP1B012

Azt, hogy az Uj vezért Utik-e mésik vezérek a
tablan, asorvektorvizsgalataval donthetjik el:
az egyes elemek sorszama altal meghatarozo
oszlopban az értékik altal meghatarozott sorh
vezér van. A lerakas feltételei a kdvetiéz

1. Az Uj vezér nem keriilhet egy sorba egyetle

més vezérrel sem, azaz az Uj listalértéke
nem fordulhat @ a lista mar felépitett
részében.

2. Az (j vezér &tlés irdnyban sem lehet egy

vonalban mas vezérrel. Ez azt jelenti, hogy

ha a lista elejére (a 0. elemébe!)saz
sorindexet akarjuk irni, akkor azedik
listaclem értéke, feltéve, hogy van ilyen
elem, nem lehes-i , sems+i .

Ha a tabla 1. sordba akarjuk lerakni az Gj vezér
akkor azx-szel megjelolt meiket kell
ttnegvizsgalnunk. Az (j méwel egyutt a listAnak
anar harom eleme van. Az 1-es index{ elem ne
lehet s-1, sem s+1, a 2-es index{ elem pedig ni
lehet s-2, sem s+2.
n JUS SR

[
B

n-l1<--1 0

ribebe bt
0 [ I
coibbe bt
1 lal | 1
RS USRS

IIxt

|
V ottt
-1

1 Ixl

bbbt

A lista rekurziv algoritmussal dolgozhaté fel.

n

A kovetked példa megvilagitja az esetet.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév

(Funkciondlis programozas)



Egy nagyobb példa a visszalépéses programozasra  FP1B112

nvezér a sakktablan: ,ltésben van’-vizsgalat

(* utesbenVan : int list -> bool
utesbenVan zs = igaz, ha a (hd zs) vezért legaldbb egy
(tl zs)-beli vezér uti
*)
fun utesbenVan [] = false
| utesbenVan (z:zs) =
let (* uV : int -> int -> int list -> bool
uV sl s2 rs = igaz, ha a z vezért legaldbb egy
rs-beli vezér uti
*)
fun uv _ _ [] = false
| uv sl s2 (rirs) = z = r orelse
sl = r orelse
s2 = r orelse
uV (sl-1) (s2+1) rs
in
uV (z-1) (z+1) zs
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Egy nagyobb példa a visszalépéses programozasra  FP1B312

nvezér a sakktablan: tobb megoldégalitasa visszalépéssel

(* vezerekl : int -> int list list

vezerekl n = a feladvany Osszes megoldasanak listaja n vezér esetén
*)
fun vezerekl n =
let (* vez: int -> int list -> int list list
vez z zs: az Osszes megoldas listdja n vezér esetén
*)
fun vez z zs =
if  (* vissza kell Iépni, ha z=0 és utésben van, vagy ha mar
minden sort megprébaltunk *)
z = 0 andalso utesbenVan zs orelse z = n
then raise Zsakutca
else if length zs = n
then [rev zs] (* megvan egy megoldas, listaban adja vissza *)
else  (* folytatia a kovetkez 6 sorral, majd hozzafizi ... *)
(vez (z+1) zs handle Zsakutca => []) @
(* ... a 0. sortdl kezdve a kovetkez
kapott megoldasokat *)
(vez 0 (z::zs) handle Zsakutca => [])

06 vezér lerakasaval

(* a 0. sorral kezd: ilyenkor nem lehet Utésben *)
vez 0 []
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionalis programozas)

Egy nagyobb példa a visszalépéses programozasra  FP1B212

nvezér a sakktablan: egy megoldasélitasa

exception Zsakutca

(* vezerekO : int -> int list
vezerekO n = a feladvany egy megoldasa n vezér esetén
*'
)
fun vezerekO n =
let (* vez : int -> int list -> int list
vez z zs = egy megoldas n vezér esetén *)
fun vez z zs =
if (* vissza kell 1épni, ha z=0 és Utésben van *)
z = 0 andalso utesbenVan zs orelse
(* vissza kell 1épni, ha mar minden sort megprébalt *)
z=n
then raise Zsakutca
else if length zs = n
then rev zs (* megvan egy megoldas *)
else  (* folytatia a 0. sortél a kovetkez 6 vezér lerakasaval,
és ha elakad, visszalép a kovetkez 6 sorra *)
vez 0 (z:zs) handle Zsakutca => vez (z+1) zs

(* a 0. sorral kezd: ilyenkor nem lehet utésben *)
vez 0 []
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Egy nagyobb példa a visszalépéses programozasra  FP1B412
nvezér a sakktablan: tobb megoldagalitasa listak listajaval

Az el6z6 megoldas séméja sokszor hasznalhatd, de ebben az eggsetyén felesleges: a kivétel
jelzése helyett ures listat adhatunk eredményiil, hiszevésegkkezebk is csak ezt teszik.

(* vezerek2 : int -> int list list
vezerek2 n = a feladvany ©sszes megoldasanak listdja n vezér esetén
*’
)
fun vezerek2 n =
let (* vez: int -> int list -> int list list
vez z zs: az 6sszes megoldas listdja n vezér esetén
*)
fun vez z zs =
if z = 0 andalso utesbenVan zs orelse z = n
then []
else if length zs = n
then [rev zs]
else vez (z+1) zs @ vez 0 (z:zs)
in
vez 0 []
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)



Egy nagyobb példa a visszalépéses programozasra  FP1B512

nvezér a sakktablan: tdbb megoldéagalitasa listak listdjaval (folyt.)

Akkumulator alkalmazasaval:

(* vezerek3 : int -> int list list
vezerek3 n = a feladvany 0sszes megoldasanak listaja
n vezér esetén
*'
fun vezerek3 n =
let (* vez: int -> int list -> int list list -> int list list
vez z zs: az Osszes megoldas listdja n vezér esetén
*)
fun vez z zs zss =
if z = 0 andalso utesbenVan zs orelse z = n
then zss
else if length zs = n
then rev zs :: zss
else vez 0 (z:zs) (vez (z+1) zs zss)
in
vez 0 ] ]
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Halmazmiiveletek ~ FP-1..12-187

Halmazmiveletek: ,benne van-e18lem) és ,ha (j, tedd bele’"iewMenm

@ isMem igaz értéket ad eredményil, ha a keresett elem benne vdalzalis

(* isMem : "a * "a list -> bool
isMem(x, ys) = x eleme-e ys-nek
*)
fun op isMem (_, []) = false
| op isMem (x, y:ys) = x = y orelse op isMem(x, ys)
infix isMem

Megjegyzés: app operator nélkul az infix deklaraciot koven a fliggvénydefiniciét nem lehetne Gjraforditani.
@ newMenegy Uj elemet rak be egy listaba, ha még nincs benne.

(* newMem : "a * "a list -> "a list
newMem(x, xs) = [x] és xs listaként abrazolt unidja

*)

fun newMem (x, xs) = if x isMem xs
then xs
else x:xs

newMembha a sorrendi eltekintiink, halmazt hoz létre.
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HALMAZM UVELETEK

Halmazmiveletek: ,listabdl halmazsétof )

Halmazmiiveletek ~ FP-1..12-188

@ setof halmazt készit egy listabdl Ggy, hogy kiszedidlelaz isméthdd elemeket. Rossz

hatékonysagu.

(* setof : "a list -> "a list
setof xs = xs elemeinek listaként abrazolt halmaza
*)
fun setof [] =]
| setof (x::ixs) = newMem(x, setof xs)

@ Ot halmazmiveletet definialunk:

@ uni6 (union , SuT),

@ metszetifiter ,SnT),

@ részhalmaza-déqSubset ,T C 5),
@ egyenbk-e (sSetEq ,S=T1),

@ hatvanyhalmazpowerSet , pS).
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(Funkciondlis programozas)



Halmazmliveletek  FP-1..12-189

Halmazmiveletek: ,unid”gnion ) és ,metszet”ifiter )

@ Listaként kezeljuk a halmazokat, Kéxb hatékonyabb abrazolast valaszthatunk, pl. rendeésteit
vagy binaris fat.
@ Két halmaz uniéja

(* union : "a list * "a list -> "a list
union(xs, ys) = az xs és ys elemeib 6l all6 halmazok unidja
*)
fun union ([], ys) = ys
| union (x:xs, ys) = newMem(X, union(xs, ys))

@ Két halmaz metszete

(* inter : "a list * "a list -> "a list

inter(xs, ys) = az xs és ys elemeib ol all6 halmazok metszete
*
)
fun inter (], ) =

| inter (x::xs, ys) = let val zs = inter(xs, ys)

in
if x isMem ys then x:zs else zs

end
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Halmazmiiveletek ~ FP-1..12-191

Halmazmiveletek: ,halmaz hatvanyhalmazad\erSet )

A hatvanyhalmaz megvaldsitdsa SML-ben ezen és a kdvitdptian csak olvasmany haladéknat
nem vizsgaanyag.

@ Az S halmaz hatvanyhalmazmsszesészhalmazanak a halmaza, %z és af{ }-t is beleértve.

@ S hatvanyhalmaza ugy allithatééelhogy kivesszuls-bél azx elemet, majdekurziv médon

eléallitjuk azS — {z} hatvanyhalmazat.

@ HatetsBlegesI’ halmazral' C S — {z}, akkorT C S ésTu{z} C S, igy mindT, mindT u{xz}
elemeS hatvanyhalmazanak.

@ Mikdzben a fenti elvet rekurziv médon alkalmazzuk, teh&dtoltatjuk azS — {«} stb.

részhalmazait, gydijtjuk enar kivalasztotelemeket. Egy-egy rekurziv |épésben a gy tigy
valtozatlan (), vagy kiegészil az elemmel {"u{z}).

@ A pws fliggvényben dase argumentumban gy(jtjik a halmazar kivalasztotelemeit;
kezdetben dres.

@ pws(xs, base) £Subase | S C xs }, azazxs ubase azon részhalmazainak a listaja, amelye
teljes egészében tartalmazzak a base halmazt.
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Halmazmliveletek  FP-1..12-190

Halmazmiveletek: ,részhalmaza-é&$ubset ) és ,egyenbk-e” (isSetEq )

@ Részhalmaza-e egy halmaz egy masiknak?

(* isSubset : "a list * "a list -> bool
isSubset (xs, ys) = az xs elemeib 6l &ll6 halmaz részhalmaza-e
az ys elemeib 0l all6 halmaznak
*)
fun op isSubset (], ) = true
| op isSubset (x:xs, ys) = (x isMem ys) andalso op isSubset(x s,

infix isSubset

@ Két halmaz egyeldisége (a listak egyefiségvizsgalata beépitett miivelet az SML-ben, halmaz
mégsem hasznéalhatd, mertfd, 4] és[4, 3] listaként ugyan kildnbéznek, de halmazkér
egyenbk)

(* isSetEq : "a list * "a list -> bool
isSetEq(xs, ys) = az xs elemeib 6l all6 halmaz egyenl 6-e
az ys elemeib 0l all6 halmazzal
*)

fun isSetEq (xs, ys) = (xs isSubset ys) andalso (ys isSubset x s)
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Halmazmiiveletek ~ FP-1..12-192

Halmazmiveletek: ,halmaz hatvanyhalmaza” (folyt.)

@ Ezzel apws fliggvény:

(* pws : 'a list * "a list -> ’a list list
pws(xs, base) = mindazon halmazok listaja, amelyek el ballnak xs egy
részhalmazanak és a base halmaznak az unidjaként
*
)
fun pws ([], base) = [base]
| pws (x:xs, base) = pws(xs, base) @ pws(xs, x:base)

@ pws(xs, base) valdsitja meg as — {x} rekurziv hivast (hiszer::xs felel megS-nek),
azaz éllitja é az 6sszes olyan halmazt, amelyekkeamincs benne.

@ pws(xs, x::base) rekurziv médorbase -ben gy(ijti azx elemeket, vagyis ékllitja az
Osszes olyan halmazt, amelybeibenne van.

@ powerSet -nek mar csak megfel@imoédon hivnia kelpws-t:

(* powerSet : ’a list -> ’a list list
powerSet xs = az xs halmaz hatvanyhalmaza
*)

fun powerSet xs = pws(xs, [])
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Halmazmliveletek  FP-1..12-193

Halmazmiveletek: ,halmaz hatvanyhalmaza”, hatékongabb

@ pws rossz hatékonysagu, mert kétfelé agazo rekurziét has2h&gy 19 egész szambal allo list
hatvanyhalmazéanak@llitasat nem lehet kivarni. irjunk hatékonyabb valtozat

@ Az insAll  segédfiiggvény egy elemet szlr be egy listdkbdl all6 listeden eleme elé.

(* insAll : 'a * ’a list list * ’a list list -> ’a list list
insAll(x, yss, zss) = az yss lista ys elemeinek zss elé tizot t
listdja, amelyben minden ys elem elé x van beszlrva *)
fun insAll (x, [], zss) = zss
| insAll (x, ys:yss, zss) = insAll(x, yss, (X:ys)::zss)

@ powerSetinsAll -t hasznalo rekurziv valtozata

fun powerSet [] = [[I]
| powerSet (x::xs) = let val pws = powerSet xs
in pws @ insAll(x, pws, [])
end

@ powerSetinsAll -t hasznalo iterativ valtozata

fun powerSet [] = [[]
| powerSet (x:ixs) = let val pws = powerSet xs
in insAll(x, pws, pws)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkciondlis programozas)

Egyidejti deklaraci6  FP-1..12-195

Egyideji deklaracio

@ Tipusok, ill. értékelegyidejlilegs deklaralhaték aand kulcsszé alkalmazasaval.

@ \egyuk a kdvetkea deklaracidsorozatokat:

type sor = int; type osz = int;
datatype fa = L | B of fa * fa;
datatype 'a verem = >| | >> of 'a * 'a verem;
val vl = "a"; val v2 = "z"
fun f1 i =i +1; fun f2 i =i - 1;

Ezeket a deklaraciokat az SML-értelndezmegadott sorrendbeértékeli ki.

type sor = int and osz = int;

datatype fa = L | B of fa * fa and
‘a verem = >| | >> of 'a * 'a verem;

val vl = "a" and v2 = "z"

fun f1 i =i +1 and f2 i =i - 1;

Az and sz6cskaval elvalasztott deklaraciokat az SML-értefreggidejlileggrtékeli ki.
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EGYIDEJX) DEKLARACIO

Egyidej(i deklaraci6  FP-1..12-196

Egyidejl deklaracio (folyt.)

@ Egyidejl deklaraciot kell hasznalnunk kélcséndsen rekufiiggvények definidlasara. Példa:

fun even 0 = true | even n = odd(n-1)
and odd 0 = false | odd n = even(n-1);

@ Egyidejl deklaraciot hasznalhatunk két vagy tobb kotésdegfi felcserélésére. Példa:
val vl = "a"; val v2 = "z"; val vl = v2 and v2 = vl
@ Egyidejl deklaraciot hasznalhatunk, ha foflilefelé haladva akarunk programot irni. Példa:

fun length zs = len zs 0
and len [] i =i | len (_ :: xs) i = len xs (i+1);

@ A polimorf fliggvényeket a szekvencidlis és az egyidejlialdkio eltéden kezeli, mivel a
tipuslevezetést az SML-értelntea teljes kifejezésre alkalmazza. Példa:

fun id x = x; fun hi () = id 3; fun nr () = id 4.0;
fun id x = x and hi () =id 3 and nr () = id 4.0;

Az els) sor kiértékelésekad 'a -> 'a  tipusu. A masodik sor kiértékelésekdrint ->
int ésreal -> real tipusl lenne egyszerre, ami lehetetlen.
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AZ ORDERIPUS

LISTAK RENDEZESE

Az order tipus

Azorder tipus FP-1..12-198

Az order tipus definiciéja (IdGeneral.sig )

datatype order = LESS | EQUAL | GREATER

[order] is used as the return type of comparison functions.

Példak az SML-alapkényvtarbél (SML Basis Library)

Int.compare »int * int -> order
Char.compare : char * char -> order
Real.compare . real * real -> order
String.compare : string * string -> order
Time.compare : time * time -> order

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév

Listak rendezése

(Funkciondlis programozas)

Listak rendezése  FP-1..12-20C

@ inssort  (beszlro rendezés),

@ selsort  (kivalaszté rendezés),

@ quicksort  (gyorsrendezés),

@ tmsort  (felulr 8l lefelé haladé 6sszeféstilrendezés),

@ bmsort (alulrél felfelé halado 6sszefésiikendezés),

@ smsort (simarendezés).

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév
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Listak rendezése ~ FP-1..12-201

Beszlro rendezés

@ Az ins segédfiiggvény az elemet a megfelélhelyre rakja be ays listaban:

(* ins : real * real list -> real list
ins (x, ys) = ys kib bvitve x-szel a <= relaci6 szerint
PRE: ys a <= relacié szerint rendezve van *)
fun ins (x, y:ys) = if x <= y then x:y:ys else y:ins(x, ys)
| ins (x : real, [1) = [x]

@ inssort  -tal rekurzivan rendezziik a lista maradékat; végrehagtégg O(n?):

(* inssort : (a * 'b list -> 'b list) -> 'a list -> 'b list
inssort f xs = az xs elemeib 6l all6, az f felhasznalasaval
rendezett lista *)
fun inssort f (x::xs) = f(x, inssort f xs)
| inssort _ ] = [];

@ Példainssort  alkalmazasara:

inssort ins [4.24, 4.1, 5.67, 1.12, 4.1, 0.33, 8.0];
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Listak rendezése  FP-1..12-20%
Beszur6 rendezés, generikus valtozat (folyt.)

@ inssort  eddigi valtozatai ébb elemeire szedik szét a rendezfistat, majd hatulrél
visszafelé haladva, rendezés kdzben épitik fel az Ujat.

@ A jobbrekurziét és akkumulatort hasznalé valtozatriakgort2 ) kisebb veremre van sziikséc
mivel a listarél levalasztott elemeket balrél jobbra haadzonnal berakja a helyikre az
eredménylistaban. (A két megoldas futasi idejétkdsosszehasonlitjuk).

(* inssort2 : (a * 'a -> bool) -> 'a list -> 'a list
inssort2 cmp xs = az xs elemeib ol all, a cmp relacié
szerint rendezett lista *)
fun inssort2 cmp xs =
let (* sort : ’a list -> 'a list -> ’a list
sort xs zs = zs kib Ovitve az xs-nek a cmp relécié
szerint rendezett elemeivel
PRE: zs cmp szerint rendezve van *)
fun sort (x::xs) zs = sort xs (ins cmp (X, zS))
| sort [] zs = zs
in
sort xs []
end
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Listak rendezése ~ FP-1..12-20z

BeszUro6 rendezés, generikus valtozat

@ Azins fliggvényt generikussa tesszik:

* ins : (a *'a -> bool) -> 'a * 'a list -> 'a list
ins cmp (X, ys) = ys kib Ovitve x-szel a cmp relacié szerint
PRE: ys a cmp relacié szerint rendezve van *)
fun ins cmp (x, ys) =
let fun insO (y:ys) =
if cmp(x, y) then x:y:ys else y:insO ys
| ins0 | = [x]
in insO ys
end

@ Ezzelinssort  egy Ujabb valtozata:

(* inssort : (a * 'a -> bool) -> 'a list -> 'a list
inssort cmp xs = az xs elemeib 6l all6, a cmp relacio
szerint rendezett lista *)
fun inssort cmp (x::xs) = ins cmp (X, inssort cmp Xs)
| inssort _ ] = ]
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Listdk rendezése  FP-1..12-204
BeszUré rendezdsldr -rel ésfoldl  -lel

@ A masodik argumentumat akkumulatorként haszhadldl  kisebb vermet hasznédldr -nél,
ezértinssortL  hosszabb listakat tud rendezni:

fun inssortR cmp = foldr (ins cmp) [J;
fun inssortk cmp = foldl (ins cmp) [];

@ Példakinsort -tal ésinsort2  -vel:

inssort op<= [4.24, 4.1, 5.67, 1.12, 4.1, 0.33, 8.0];
inssort2 op>= [4, 4, 5, 1, 0, 8];
inssort op< (explode "qwerty");

@ Példakfoldr ésfoldl felhasznalasaval:

fun inssortRi cmp = foldr (ins cmp)[];
fun inssortLr cmp = foldl (ins cmp)([] : real list);

inssortRi op>= [4, 4, 5, 1, 0, 8];
inssortLr op>= [4.24, 4.1, 5.67, 1.12, 4.1, 0.33, 8.0];
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Listak rendezése ~ FP-1..12-20%

A futasi id6k mérése, 6sszehasonlitasa

@ 2000 elemet tartalmazd, véletlenszer(igrabitott, illetve eredetileg éppen forditott sorrend(i

listdk rendezéséhez sziikséges futdst mérink.

@ Véletlen eloszlasu egészlistat allibelRandomkdnyvtarbelirangelist ~ fuggvény:

val xs2000R =
Random.rangelist (1, 100000) (2000, Random.newgen());

@ Novekwd sorrendll egészlistat allitteh--- operator:

infix ---;
fun fm --- to =
let fun upto to zs =
if to < fm then zs else upto (to-1) (to::zs)
in
upto to []
end;

val xs2000N = 1 --- 2000;
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Listak rendezése  FP-1..12-207

A futasi id6k mérése, 6sszehasonlitasa (folyt.)

@ A 2000 elemd, forditott sorrend(i lista rendezése az akkatort nem hasznalé
inssort  -véaltozatokkal tébb mint 5 s-ig, az akkumulatort haszndtiozatokkal csak 0.01 s-ig
tart (linux, 233 MHz-es Pentium).

Int sort with inssort, op>=, length = 2000 (increasing), tim e = 5.18 sec

Int sort with inssort2, op>=, length = 2000 (increasing), ti me = 0.01 sec
Int sort with inssortRi, op>=, length = 2000 (increasing), t ime = 5.14 sec
Int sort with inssortLi, op>=, length = 2000 (increasing), t ime = 0.01 sec

@ Eltlinik a kilonbség, ha ugyanolyan hosszu, de véletletisrecballitott listdkat rendeziink.

Int sort with inssort, op>=, length = 2000 (random), time = 2. 39 sec
Int sort with inssort2, op>=, length = 2000 (random), time = 2 .26 sec
Int sort with inssortRi, op>=, length = 2000 (random), time = 2.40 sec
Int sort with inssortLi, op>=, length = 2000 (random), time = 2.24 sec
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Listak rendezése

A futdsi idok mérése, 0sszehasonlitasa (folyt.)

FP-1..12-20€

@ A futasi idét az alabbi figgvénnyel mérhetjik:

app load ['Timer","Time","Int"];

fun futldo (sort, sortFn) (cmp, cmpFn) (xs, kind) =

let val starttime = Timer.startCPUTimer()

val zs = sort cmp Xs

val tIN =

val 2N =

val tIR =

val 2R =

val usr=tim,... = Timer.checkCPUTimer starttime
in

"Int sort with " ~ sortFn ~ ", " A cmpFn *

", length = " A Int.toString(length xs) ~ " (" »

kind A "), time = " A Time.fmt 2 tim N " sec\n"
end;
futldo (inssort, "inssort") (op>=, "op>=") (xs2000N, "inc reasing");
futldo (inssort2, "inssort2") (op>=, "op>=") (xs2000N, "i ncreasing");
futldo (inssort, "inssort") (op>=, "op>=") (xs2000R, "ran dom");
futldo (inssort2, "inssort2") (op>=, "op>=") (xs2000R, "r andom");
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Listak rendezése

Kivalaszté rendezés

(Funkciondlis programozas)

FP-1..12-20¢

(* selsort :
selsort cmp xs = az xs elemei cmp szerint ndvekv

*)

(a * 'a -> order) -> 'a list -> ’a list
6 sorrendben

fun selsort cmp xs =

let

*max : 'a * 'a -> 'a
max (X, y) = x és y kozil cmp szerint a nagyobb
*’
)
fun max (x, y) = if cmp(x, y) = GREATER then x else y

* mn :'a*’'a->"a
min (X, y) = x és y kozul cmp szerint a kisebb
*’
)
fun min (x, y) = if cmp(x, y) = LESS then x else y

(* maxSelect : 'a * 'a list * 'a list -> 'a * 'a list
maxSelect (x, ys, zs) = par, amelynek els
(x::ys) cmp szerinti legnagyobb eleme, masodik
tagja az x:ys tobbi eleméb ol és a zs
elemeib ol all6 lista )
fun maxSelect (x, [I, zs) = (x, zs)
| maxSelect (x, y:ys, zs) =
maxSelect(max(x, y), ys, min(x,y)::zs);

6 tagja az
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Listak rendezése ~ FP-1..12-20¢

Kivalasztd rendezés (folyt.)

(* sSort : 'a list * 'a list -> 'a list
sSort (xs, ws) = az xs elemei cmp szerint névekv 0]
sorrendben a ws elé fizve *)
fun sSort (], ws) = ws
| sSort (x:xs, ws) =
let val (z, zs) = maxSelect(x, xs, [])

in
sSort (zs, z:ws)
end
in
sSort (xs, [])
end;

app load ["Int","Char","Real";

selsort Int.compare [1,2,3,4,5,6,7,8,9];

selsort Int.compare [9,8,7,6,5,4,3,2,1];

selsort Real.compare [4.5,6.7,3.6,4.3,1.2,0.9,8.9,9.8 ,2.0;
selsort Char.compare (explode "Ej mi a ko tyukanyo");
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Listak rendezése ~ FP-1..12-211

Gyorsrendezés akkumulatorral

(* quicksort2 cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett | istaja
quicksort2 : (a * 'a -> order) -> ’'a list -> ’a list
*)
fun quicksort2 cmp xs =
let (* gs : 'a list -> ‘a list -> ‘a list
gs ys zs = ys elemeinek cmp szerint rendezett listaja zs elé fizve
*)

fun gs (m:ys) zs =
let (* partition : 'a list * 'a list * 'a list -> 'a list
partition (xs, Is, rs) = olyan péar, amelynek els 0 tagja
az xs m-nél kisebb elemeinek a listaja Is elé fizve,
masodik tagja pedig az xs tobbi eleme rs elé fizve *)
fun partition (x::xs, lIs, rs) =

if cmp(x, m) = LESS then partition(xs, x:ls, rs)

else partition(xs, Is, x::rs)

| partition ([], Is, rs) = gs Is (m :: gs rs zs)
in
partition (ys, [, [I)
end
las [l zs = zs
in
gs xs []

end;
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Listak rendezése ~ FP-1..12-21C

Gyorsrendezés akkumulator nélkiil

(* quicksortl cmp xs = az xs elemeinek cmp szerint rendezett | istaja
quicksortl : (‘a * 'a -> order) -> 'a list -> 'a list
*’
)
fun quicksortl cmp xs =
let (* gs : 'a list -> 'a list
gs ys = ys elemeinek cmp szerint rendezett listaja
*’
)
fun gs (m:ys) =
let (* partition : 'a list * 'a list * 'a list -> 'a list
partition (xs, Is, rs) = olyan par, amelynek els 6 tagja
az xs m-nél kisebb elemeinek a listaja Is elé fizve,
masodik tagja pedig az xs tobbi eleme rs elé fizve *)
fun partition (x::ixs, Is, rs) =
if cmp(x, m) = LESS then partition(xs, x:ls, rs)
else partition(xs, Is, x:rs)
| partition ([], Is, rs) = gs Is @ (m:gs rs)

in
partition (ys, [I, [)
end
. las =10
in
gs Xxs
end;
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Listak rendezése ~ FP-1..12-21Z

A futasi iddk mérése, 6sszehasonlitasa

app load ['Listsort","Int"];
val t1 = futldo (inssort2, "inssort2") (op>=, "op>=") (xs20 O00R, "random");
(* ~ 2 M osszehasonlitas! *)
val t3 = futldo (quicksort2, "quicksort2")
(Int.compare, "Int.compare”) (xs2000R, "random");
val t4 = futldo (Listsort.sort, "Listsort.sort")
(Int.compare, "Int.compare”) (xs2000R, "random");

(* ~ 300 E osszehasonlitas *)

Int sort with inssort2, op>=, length = 2000 (random), time = 2 .30 sec

Int sort with quicksortl, Int.compare, length 20000 (rand om), time = 2.18 sec
Int sort with quicksort2, Int.compare, length = 20000 (rand om), time = 1.72 sec

Int sort with Listsort.sort, Int.compare, length = 20000 (r andom), time = 1.76 sec
Int sort with quicksort2, Int.compare, length = 200000 (ran dom), time = 27.13 sec
Int sort with quicksortl, Int.compare, length = 200000 (ran dom), time = 32.59 sec

val t7 = futldo (Listsort.sort, "Listsort.sort") (Int.com pare, "Int.compare")
(Random.rangelist (1, 100000) (200000, Random.newgen()) , "random");

! Uncaught exception:

! Out_of_memory
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Osszefésidl rendezések

Foltlrél lefelé halad6 6sszefégiitendezés

@ Az osszefésidl rendezéshez kell egy olyan fliggvény, amely két listat kédsorrendben egyesi

(* merge(xs, ys) = xs és ys elemeinek <= szerint
egyesitett listaja
merge : int list * int list -> int list
)
fun merge (xxs as X:Xs, yys as y:ys)=
if x <=y
then x::merge(xs, yys)
else y:merge(xxs, ys)
| merge ([, ys) = ys
| merge (xs, []) = xs;

@ Korlatot jelent, ha a részeredményeket a veremben taroljuk

@ Akkumulator haszndlata esetén meg kell forditani az eregtiséat.

Listak rendezése ~ FP-1..12-214
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(Funkciondlis programozas)

@ A folulrol lefelé halad6 6sszefésiitendezégtop-down merge sorgkkor hatékony, ha kozel
azonos hosszUsagu az a két lista, amelyekre a rendefistéd szétszedjlk.

(* tmsort xs = az xs elemeinek a <= relaci6 szerint
rendezett listaja
tmsort : int list -> int list
)
fun tmsort xs = let val h = length xs
val k = h div 2

in
if h>1
then merge(tmsort(List.take(xs, k)),
tmsort(List.drop(xs, k)))
else xs
end;

@ A legrosszabb esethe&l(n - log n) Iépésre van sziikség.
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