LISTAK

Tovibbi listakezeld fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-3

Lista redukciéja kétoperandusi miivelettel (foldr, foldl)

@ foldr jobbrél balra, fold1l balrdl jobbra haladva egy kétoperandust miiveletet (pontosabban
egy pdrra alkalmazhato, prefix poziciéju fiiggvényt) alkalmaz egy listdra. Példdk szorzat és 6sszeg

kiszamitasara:

foldr op* 1.0 [] = 1.0; foldl op+ 0 [] = O;

foldr op* 1.0 [4.0] = 4.0; foldl op+ 0 [4] = 4;

foldr op* 1.0 [1.0, 2.0, 3.0, 4.0] = 24.0; foldl op+ O [1, 2, 3, 4] = 10;

@ Jeloljon @ tetszSleges kétoperandusi infix operatort. Akkor

foldr op® e [x1, X2, ..., Xp]l = (X1 @& (X2 B ... ® (% & ) ...))
foldr op® e [] = e
foldl op® e [x1, X2, ...y Xpl = (X @ ... @ (X2 @& (x1 & e)) ...)
foldl op® e [] = e

@ A @ miivelet e operandusa néhdny gyakori miiveletben — dsszeadas, szorzas, konjunkcié (logikai
,,€s”), alternacié (logikai ,,vagy”) — a (jobb oldali) egységelem szerepét tolti be.

@ Asszociativ miiveleteknél foldr és foldl eredménye azonos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozis)

Tovibbi listakezel fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-2

Lista redukcidja kétoperandusu miivelettel

Idézziik fol az egészlista maximalis értékét megkeresd max1 fiiggvény két valtozatat:

@ max] jobbrdl balra egyszertisit (nem jobbrekurziv) viltozata

(* maxl : int list -> int

maxl ns = az ns egészlista legnagyobb eleme
*)
fun maxl [] = raise Empty

| maxl [n] = n

| maxl (n::ns) = Int.max(n, maxl ns)

@ max1 balrdl jobbra egyszersitd (jobbrekurziv) valtozata:

(* maxl’ : int list -> int

maxl’ ns = az ns egészlista legnagyobb eleme
*)
fun maxl’ [] = raise Empty

| maxl’” [n] = n

| maxl’ (n::m::ns) = maxl’ (Int.max(n,m)::ns)

P

@ Amint ez a példa is mutatja, vissza-visszatér feladat egy lista redukcidja kétoperandusi
miivelettel.

@ Ko6z0s benniik, hogy n db értékbdl egyetlen értéket kell eléllitani, ezért is beszéliink redukciorol.

Deklarativ programozis. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozas)

Tovibbi listakezeld fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-4

Példak foldr és foldl alkalmazasara

@ isum egy egészlista elemeinek 0sszegét, rprod egy valdslista elemeinek szorzatdt adja

eredményiil.
val isum = foldr op+ O; val rprod = foldr op+ 1.0;
val isum = foldl op+ O; val rprod = foldl op+ 1.0;

@ A length fliggvény is definidlhaté fold1-lel vagy foldr-rel. Kétoperandusi miiveletként
olyan segédfiiggvényt (inc) alkalmazunk, amelyik nem haszndlja az els6 paraméterét.

(* inc : ’'a * int -> int
inc (_, n) = n + 1 *)
fun inc (_, n) = n + 1;

(* lengthl, lengthr : ’'a list -> int *)
val lengthl = fn 1s => foldl inc 0 1s;
fun lengthr 1ls = foldr inc 0 1ls;

lengthl (explode "tengertanc");
lengthr (explode "hajdu sogor");

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozds)



Tovibbi listakezel fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-5 Tovibbi listakezel fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-6
Lista: foldr és foldl definicidja Tovabbi példdk foldr és foldl alkalmazdsara

@ foldr op® e [x1, X, Xl = (%1 @ (2 @ ... D (xp B e) ...)) @ Egy lista elemeit egy masik lista elé fiizi foldr és foldl, ha kétoperandusi miiveletként a cons
foldr op® e [] = e konstruktorfiiggvényt — azaz az op: : -ot — alkalmazzuk.
(* foldr f e xs = az xs elemeire jobbrdél balra haladva foldr op:: ys [xi, x3, x3] = (x3 11 (xp 11 (x3 21 ys)))
alkalmazott, kétoperandust, e egységelemi foldl op:: ys [x1, X3, x3] = (x3 (xg 1t (%1 :: ys)))

f mivelet eredménye
foldr : ('a * 'b => 'b) -> 'b -> ’'a list -> ’'b *)
fun foldr f e (x::xs) = f(x, foldr f e xs)

@ A :: nem asszociativ, ezért foldl és foldr eredménye kiilonb6zs!

(* append : ’'a list -> ’'a list -> ’'a list
| foldr £ e [] = e; append xXs ys = az xs ys elé fuzésével eldalld lista *)
fun append xs ys = foldr op:: ys xs;
@ foldl op® e [X1, X9, «uvy Xp)] = (X @& ... @ (x90 ® (X3 & €)) ...) !
foldl op® e [] = e (* revApp : ’'a list -> ’'a list -> ’'a list
(* foldl f e xs = az xs elemeire balrél jobbra haladva revApp xS ys = a Tégford%tott xs ys ele fuzesevel
alkalmazott, kétoperandusu, e egységelemd eloallo lista *)
f mivelet eredménye fun revApp xs ys = foldl op:: ys xs;
foldl : ('a * 'b -> 'b) -> 'b -> 'a list -> 'b *) "
append [1, 2, 3 4, 5, 6] = [1, 2, 3, 4, 5, 61; (v0.Prolog: append
fun foldl f e (x::xs) = foldl f (f(x, e)) xs PP o2 31 Lo, el L2 308 o J’(“ g append)
| foldl f e [] = e; revApp [1, 2, 3] [4, 5, 6] [3, 2, 1, 4, 5, 6]; (vo.Prolog: revapp)

Deklarativ programozis. BME VIK, 2004. tavaszi félév
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Tovibbi listakezel fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-7

Tovébbi példdk foldr és foldl alkalmazdsara

@ max1 két megvalGsitdsa
(* maxl : ('a * 'a —> ’'a) -> 'a list -> ’'a
maxl max ns = az ns lista max szerinti legnagyobb eleme
*)

(* nem jobbrekurziv *)

fun maxl max [] = raise Empt <
Pry LISTAK
| maxl max (n::ns) = foldr max n ns

(* jobbrekurziv *)

fun maxl’ max [] = raise Empty
| maxl’ max (n::ns) = foldl max n ns

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév

(Funkciondlis programozis)



Listdk: futamok el6dllitisa ~ FP-5-9

Példak listak hasznalatara: futamok elGallitasa

A futam olyan elemekbdl all6 lista, amelynek szomszédos elemei kielégitenek egy predikatumot.
frjon olyan SML fiiggvényt futamok néven, amelynek egy lista futamaibdl 4116 lista az eredménye.

@ Els6 valtozat: futam és maradék eldéllitasa két fiiggvénnyel

(* futam : ('a * "a -> bool) -> ('a * ’'a list) -> ’a list

futam p (x, ys) = az x::ys p-t kielégitd elsd futama (prefixuma) *)
fun futam p (x, []) = [x]

| futam p (x, y::ys) = if p(x, y) then x :: futam p (y, ys) else [x]
(* maradek : ('a * "a -> bool) —-> ("a * "a list) -> ’a list

maradek p (x, ys) = az x::ys p-t kielegitd futama utdni maradéka *)
fun maradek p (x, []) =[]

| maradek p (x, yys as y::ys) = if p(x ,y) then maradek p (y, ys) else yys

(* futamokl : ('a * 'a -> bool) -> ’a list -> ’a list list
futamokl p xs = az xs p-t kielégitd futamaibdl 4116 lista *)
fun futamokl p [] =[]
| futamokl p (x::xs) =
let val fs = futam p (x, xs)
val ms = maradek p (x, xs)
in
if null ms then [fs] else fs futamokl p ms
end

Deklarativ programozis. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozés)
Listdk: futamok el@dllitisa ~ FP-5-11

7z

Példak listdk haszndlatdra: futamok eldéllitasa (folyt.)

@ Masodik valtozat: futam és maradék eldallitasa egy lokalis fiiggvénnyel

(* futamok2 : ('a * 'a —> bool) —-> ’a list -> ’a list list
futamok2 p xs = az xs p-t kielégitd futamaibdl 4116 lista
*)
fun futamok2 p [] =[]
| futamok2 p (x::xs) =
let (* futam : (‘a * ’'a list) -> ’a list * ’a list
futam (x, ys) zs = olyan par, amelynek elsd tagja az x::ys p-t

kielégitd elsd futama (prefixuma) a zs elé
flzve, mdsodik tagja pedig az x::ys maradéka

*)
fun futam (x, []) zs = (rev(x::zs), [])
| futam (x, yys as y::ys) zs = if p(x, y)
then futam (y, ys) (x::zs)
else (rev(x::zs), yys);

val (fs, ms) = futam (x, xs) []
in

fs :: futamok2 p ms
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozis)

Listdk: futamok el6dllitisa ~ FP-5-10

27z

Példak listdk haszndlatara: futamok el6allitasa (folyt.)

@ Példék:

futam op<= (1, [9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,99]);
maradek op<= (1, [9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,99]);
futamokl op<= [1,9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,99];
futamokl op<= [99,1];

futamokl op<= [99];

futamokl op<= [];

@ Hatékonysdgot rontd tényezdk

1. futamok1 kétszer megy végig a listdn: el6szor futam, azutdn maradek,

2. p-t paraméterként adjuk at futam-nak és maradek-nak,
3. egyik fiiggvény sem hasznal akkumulatort.

@ Javitasi lehetGség

1. futam egy part adjon eredményiil, ennek elsd tagja legyen a futam, masodik tagja pedig a

maradék; a futam elemeinek gytijtésére hasznaljunk akkumulatort,
2. futam legyen lokdlis futamok2-n beliil,

3.azif null ms then [fs] else szovegrész torolhetd: a rekurzié egy hivassal késébb

mindenképpen ledll.

Deklarativ programozis. BME VIK, 2004. tavaszi félév

(Funkciondlis programozas)

Listdk: futamok elGdllitisa ~ FP-5-12

7z

Példak listdk haszndlatdra: futamok eldéllitasa (folyt.)

@ Harmadik valtozat: az egyes futamokat s a futamok listdjat is gytjtjiik

(* futamok3 : ('a * "a —> bool) -> ’a list -> ’a list list
futamok3 p xs = az xs p-t kielégitd futamaibdl 4116 lista
*)

fun futamok3 p []
| futamok3 p (x::xs)

[]

let (* futamok : (’'a * 'a list) -> ’a list -> 'a list * ’a list
futamok (x, ys) zs zss = az xXx::ys p-t kielégitd futamaibdl &116

lista zss elé flzve
*)

fun futamok (x, []) zs zss

| futamok (x, yys as y::ys) zS zSS

if p(x, y)
then futamok (y, ys) (x::zs) zss
else futamok (y, ys) [] (rev(x::zs)::zss)
in
futamok (x, xs) [] []
end

rev(rev(x::zs):

:12ss)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév
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ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)

Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljardsokkal) — FP-5-15

Egyenlet gyokeinek meghatdrozasa intervallumfelezéssel

@ Az intervallumfelezés médszere hatékony eljréds az f(z) = 0 egyenlet gyokeinek megtaldldsara,
ahol f folytonos fiiggvény.

@ A kozismert alapotlet a kovetkezd:

@ MegfelelGen megvilasztott a-ra és b-re, amelyekre f(a) < 0 < f(b), f-nek legaldbb egy
zérushelye van a és b kozott.

@ A zérushely megtaldldsahoz legyen = a + b/2. Ha f(z) > 0, akkor f zérushelyét a és
kozott, ha f(z) < 0, akkor z és b kozott kell keresniink.

@ A keresést — a rekurziét — akkor hagyjuk abba, amikor két egymas utani kozelits érték eltérése
egy elére meghatdrozott értéknél kisebb lesz.

@ Mivel az eltérés minden 1épésben a felére csokken, az f zérushelyének megtaldldsihoz sziikséges
1épések szdma O(L/T'), ahol L az intervallum hossza kezdetben, és 1" a megengedett eltérés.

@ A leirt algoritmust valésitja meg a search fiiggvény (I1d. a kovetkez§ lapon):

(* search (f, negPoint, posPoint) = root of f x in the
negPoint <= x <= posPoint interval

PRE: f negPoint <= 0 and f posPoint >= 0
*)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozis)

Absztrakeio fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-5-14

Fiiggvények mint dltaldnos szamitasi médszerek

@ Lattuk, hogy a fiiggvény (ill. ltalaban az eljaras) olyan absztrakcio, amely — a paraméterként
atadott adatok konkrét értékétdl fuggetleniil — Gsszetett miveleteket ir le.

@ Az olyan magasabbrendi fiiggvény, amelynek fiiggvény a paramétere, még magasabb szintii
absztrakcid, hiszen az altala megvaldsitott sszetett miiveletet nemcsak egyes konkrét adatoktdl,
hanem egyes konkrét miiveletektdl is fiiggetlenné tessziik.

@ A magasabbrendi fiiggvény (eljaras) tehdt valamilyen dltaldnos szdmitdsi modszert fejez ki.

@ A kovetkez lapokon két nagyobb példat ismertetiink: altalanos szamitdsi modszert fiiggvények
zérushelyeinek és fixpontjdnak a megtalalasara.
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Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-5-16

Egyenlet gyokeinek meghatdrozasa intervallumfelezéssel (folyt.)

fun search (f, negPoint, posPoint) =
let val midPoint = average (negPoint, posPoint)
in
if closeEnough (negPoint, posPoint)
then midPoint
else let val testValue = f midPoint

in
if positive(testValue)
then search(f, negPoint, midPoint)
else if negative(testValue)
then search(f, midPoint, posPoint)
else midPoint

end
end
and average (x, y) = (x+y)/2.0

and closeEnough (x, y) = abs(x-y) < 0.001
and positive x = x >= 0.0
and negative x = x < 0.0

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozds)



Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal) ~ FP-5-17

Egyenlet gyokeinek meghatdrozasa intervallumfelezéssel (folyt.)

@ Az elbfeltételek betartasat célszerli search alkalmazdsakor ellendrizni, nehogy rossz vélaszt

kapjunk az SML értelmez&tdl.

@ - search(Math.sin, 4.0, 2.0) (* Helyes az eredménye *);
> val it = 3.14111328125 : real

@ - search(Math.sin, 2.0, 4.0) (* Hibds az eredménye *);
> val it = 2.00048828125 : real

@ AhalfIntervalMethod fiiggvény elvégzi az ellendrzést, és jelzi, ha negPoint vagy
posPoint kezdeti értéke nem j6.

(* halfIntervalMethod (f, a, b) = root of £ x in the
a <= x <= b interval

*)

@ Figyeljikk meg az iigyek szétvdlasztdsa elv alkalmazasat: search a gyokkeresési stratégiat
valdsitja meg, halfIntervalMethod pedig az el6feltételeket meglétét ellenSrzi.

Deklarativ programozis. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozés)

Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-5-19

A print ésamakestring fliggvény; a unit tipus; szekvencidlis kifejezések

@ A print fiiggvény (tipusa string —> unit), ha egy fiizérre alkalmazzuk, a nullas-t adja
eredményiil, mellékhatdsként pedig kiirja a a fiizér értékét.

@ A () vagy {} jelet nullasnak nevezzik, tipusa: unit.
@ A unit tipus egyetlen eleme a nullas. A unit a tipusmiiveletek dn. egységeleme.

@ A makestring fiiggvény (tipusa numtxt -> string) tetszoleges numerikus (int, real,
word, word8), char és string tipusu értéket string tipusva alakit.

@ Az (el; e2; e3) szekvencidlis kifejezés eredménye azonos az e3 kifejezés eredményével.
Ha az el és e2 kifejezéseknek van mellékhatdsuk, az érvényesiil. (el; e2; e3) egyenértéki
a kovetkez6 1et-kifejezéssel:

let val _ = el val _ = e2 in e3 end

@ Azel before e2 before e3 kifejezés eredménye azonos az el kifejezés eredményével.
Ha az e2 és e3 kifejezésnek van mellékhatésa, az érvényesiil. el before e2 before e3
egyenértéki a kovetkez6 1et-kifejezéssel:

let val e = el val _ = e2 val _ = e3 in e end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkciondlis programozis)

Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal) ~ FP-5-18

Egyenlet gyokeinek meghatdrozasa intervallumfelezéssel (folyt.)

@® fun halfIntervalMethod(f, a, b) =
let val avValue = f a
val bValue = £ b
in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, b)
else if negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)
else print ("Values " ”~ makestring a ~ " and "
makestring b ~ " are not of opposite sign.\n")
end

Megjegyzés: print-r6l és makestring-r6l részletek a kovetkezd lapon.

@ A fiiggvénynek ez a véltozata hibds, mert az 1 f-then-else feltételes kifejezés dsszes dganak
ugyanolyan tipusii eredményt kell adnia, marpedig print eredménye nem int tipusu.

@ Megoldas az (e; £) alaku un. szekvencidlis kifejezés hasznélata: az értelmezd kiértékeli e-t és
f-et a felirt sorrendben, eredményiil pedig £ értékét adja.
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Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-5-20

Egyenlet gyokeinek meghatdrozasa intervallumfelezéssel (folyt.)

fun halfIntervalMethod(f, a, b) =
let val (aValue, bValue) = (f a, f b)
in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, b)
else if negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)

else (print ("Values " ” makestring a ~ " and " *
makestring b ©~ " are not of opposite sign.\n");
0.0)

end;

— halfIntervalMethod (Math.sin, 2.0, 4.0);

> val it = 3.14111328125 : real

— halfIntervalMethod (fn x => x*x*x-2.0*x-3.0, 1.0, 2.0);
> val it = 1.89306640625 : real

— halfIntervalMethod (Math.sin, 2.0, 2.5);

Values 2.0 and 2.5 are not of opposite signs

> val it = 0.0 : real
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Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-5-21

Fiiggvény fixpontjanak meghatdrozasa

@ Az f(z) = z egyenletet kielégits = az f fiiggvény fixpontja.

@ Egy f fiiggvény valamely fixpontjdat megfelel kezdGértékbdl kiindulva f rekurziv alkalmazédsdval
hatdrozhatjuk meg:

fo f(f2), f(f(f2)), F(f(S(F2))s -

A rekurzié akkor fejezhetd be, amikor mar elhanyagolhaté mértéki a valtozas.

@ A fixedPoint fiiggvény paramétere egy par; ennek elss tagja egy fiiggvény, amelynek a
fixpontjat keressiik, a masodik tagja pedig a fixpont egy elsd kozelitése.

(* fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of f in the proximity
of firstGuess with tolerance tolerance
*)
@ Sziikségiink van még a kozelités megkivant pontossigara:

val tolerance = 0.00001;
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Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljardsokkal) — FP-5-23

Fliggvény fixpontjdnak meghatarozdsa (folyt.)

@ A fixpontszdmitds hasonlit a négyzetgyokvonas kordbban megbeszélt folyamatara: mindkettd
azon alapul, hogy addig finomitjuk a kozelitést, amig valamilyen feltétel nem teljesiil.

@ A négyzetgyokvonds konnyedén megfogalmazhaté fixpontszamitasként: ha z négyzetgyoke y,
akkor y * y = x, azaz y = x/y. Az fy = x/y fiiggvény fixponja tehdt az = négyzetgyoke.

fun sqrt x = fixedPoint (fn y => x/y, 1.0);

@ A megoldasunk rossz, ugyanis nem konvergédl! Konnyen belathat6:
Legyen z négyzetgyokének elsd kozelitése y1, a masodik y2 = z/y1, a harmadik
y3=1z/y2 = z/(z/yl) = yl. Lithat6, hogy a folyamat sohasem ér véget.

@ Az oszcillacidt pl. dgy gatolhatjuk meg, hogy korldtozzuk két kozelits érték kozott a véltozas
mértékét.

@ Mivel a helyes vdlasz mindig az y kozelitS érték és z/y kozott van, y-hoz z /y-nél kézelebb esd j
kozelits értékként y és z/y atlagat valaszthatjuk: y + (y + z/y)/2.

fun sqrt x = fixedPoint (fn y => (y+x/y)/2.0, 1.0);

@ Ezt a gyakran hasznalhaté médszert dtlagcsillapitdsnak (angolul average damping) nevezik.
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Absztrakei6 fiiggvényekkel (eljarasokkal) — FP-5-22

Fiiggvény fixpontjanak meghatdrozasa (folyt.)

fun fixedPoint (f, firstGuess) =

let
fun closeEnough (vl, v2) = abs(vl-v2) < tolerance
fun try guess =
let
val next = f guess
in
if closeEnough(guess, next)
then next
else try next
end
in

try firstGuess
end;

loadOne "Math";
fixedPoint (Math.cos, 1.0);
fixedPoint (fn y => Math.sin y + Math.cos y, 1.0);
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