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Tovabbi listakezeld fliggvények: foldr és foldl  FP-5-2

Lista redukcidja kétoperandusu mivelettel

Idézziik 10l az egészlista maximalis ért€két megkeresd max 1 fiiggvény két valtozatat:

@ max1 jobbrdl balra egyszerisitd (nem jobbrekurziv) véltozata

(* maxl : int list —-> int

maxl ns = az ns egészlista legnagyobb eleme
*)
fun maxl [] = raise Empty

| maxl [n] = n

| maxl (n::ns) = Int.max(n, maxl ns)

@ max1 balrdl jobbra egyszertisitd (jobbrekurziv) valtozata:

(* maxl’ : int list -> int

maxl’ ns = az ns egészlista legnagyobb eleme
*)
fun maxl’ [] = raise Empty

| maxl’ [n] = n

| maxl’ (n::m::ns) = maxl’ (Int.max(n,m)::ns)

@ Amint ez a példa is mutatja, vissza-visszatérd feladat egy lista redukcidja kétoperandusu
muvelettel.
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@ Ko6z0s benniik, hogy n db értékbdl egyetlen értéket kell eléallitani, ezért is beszéliink redukciorol.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezeld fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-3

Lista redukcidja kétoperandusu muvelettel (foldr, foldl)

@ foldr jobbrdl balra, fold1 balrdl jobbra haladva egy kétoperandusi miiveletet (pontosabban
egy pdrra alkalmazhato, prefix pozicioju fiiggvényt) alkalmaz egy listara. Példak szorzat és Osszeg

kiszamitasara:

foldr op* 1.0 [] = 1.0; foldl op+ 0 [] = 05

foldr op* 1.0 [4.0] = 4.0; foldl op+ 0 [4] = 4;

foldr op* 1.0 [1.0, 2.0, 3.0, 4.0] = 24.0; foldl op+ O [1, 2, 3, 4] = 10;

@ Jeloljon & tetszOleges kétoperandusu infix operatort. Akkor

foldr op® e [X1, X2, ..., Xp] = (X1 @ (X0 D ... © (x, D ) ...))
foldr op® e [] = e
foldl op® e [Xx1, X9, , Xpl = (X, & ... & (X9 & (x1 & e)) ...)
foldl op® e [] = e

@ A @ mivelet e operandusa néhany gyakori miiveletben — 6sszeadds, szorzas, konjunkcié (logikai
,,6s8”), alternacid (logikai ,,vagy”) — a (jobb oldali) egységelem szerepét tolti be.

@ Asszociativ miveleteknél foldr és foldl eredménye azonos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezeld fliggvények: foldr és foldl  FP-5-4

Példak foldr és foldl alkalmazasara

@ isum egy egészlista elemeinek 0sszegét, rprod egy valodslista elemeinek szorzatét adja

eredményiil.
val isum = foldr op+ O0; val rprod = foldr op+ 1.0;
val isum = foldl op+ O0; val rprod = foldl op+ 1.0;

@ A length fiiggvény is definidlhaté foldl-lel vagy foldr-rel. Kétoperandusui miiveletként
olyan segédfiiggvényt (inc) alkalmazunk, amelyik nem haszndlja az els6 paraméterét.

(* inc : ’'a * int -> int
inc (_, n) = n + 1 *)
fun inc (_, n) = n + 1;

(* lengthl, lengthr : ’'a list -> int ¥*)
val lengthl = fn 1ls => foldl inc 0 1ls;
fun lengthr 1ls = foldr inc 0 1ls;

lengthl (explode "tengertanc");
lengthr (explode "hajdu sogor");

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezeld fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-5

Lista: foldr és foldl definicigja

@ foldr op® e [x1, X2, «-vy Xp] = (X1 @ (X2 D ... © (%, B €) ...))
foldr op® e [] = e
(* foldr f e xs = az xs elemeire jobbrdél balra haladva

alkalmazott, kétoperandusu, e egységelemu
f mivelet eredménye

foldr : ('a * b —> 'b) —> b -> ’a list —-> ’'b ¥*)
fun foldr £ e (x::xs) = f(x, foldr f e xs)
| foldr £ e [] = e;
@ foldl Op@ e [Xlr X7 e ey Xn] = (Xn ® ... D (X2 © (Xl © e)) ...)
foldl op® e [] = e
(* foldl £ e xs = az xs elemeire balrdl jobbra haladva

alkalmazott, kétoperandusi, e egységelemd
f mivelet eredménye

foldl : (’a * 'b => 'b) -> 'b —-> 'a list -> ’'b *)
fun foldl f e (x::xs) = foldl f (f(x, e)) xs
| foldl f e [] = e;
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Tovabbi listakezeld fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-6

Tovabbi példdk foldr és foldl alkalmazasara

@ Egy lista elemeit egy masik lista elé flizi foldr és foldl, ha kétoperandusi miiveletként a cons
konstruktorfiiggvényt — azaz az op: :-ot — alkalmazzuk.

foldr op:: ys [X1, X9, X3] = (X1 :: (X9 :: (X3 :: vys)))
foldl op:: ys [X1, X9, X3] = (X3 :: (X9 :: (X1 :: vys)))

@ A :: nem asszociativ, ezért foldl és foldr eredménye kiilonbdzd!

(* append : ’'a list -—> ’'a list —-> ’'a 1list
append xs ys = az Xs ys elé flzésével eldalld lista *)
fun append xs ys = foldr op:: ys xsj;

(* revApp : ’'a list -> 'a list -> 'a list
revApp xs ys = a megforditott xs ys elé flzésével
el6alld lista *)
fun revApp xs ys = foldl op:: ys xS;

append [1, 2, 31 [4, 5, 6] = 1[1, 2, 3, 4, 5, 6]; (vo.Prolog: append)
revApp [1, 2, 3] [4, 5, 6] = [3, 2, 1, 4, 5, 6]; (v0.Prolog: revapp)
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Tovabbi listakezeld fiiggvények: foldr és foldl  FP-5-7

Tovabbi példdk foldr és foldl alkalmazasara

@ max1 két megvalositasa
(* maxl : ('a * 'a —> ’'a) —-> ’'a list —-> ’a

maxl max ns = az ns lista max szerinti legnagyobb eleme
*)

(* nem jobbrekurziv *)

fun maxl max [] = raise Empty
| maxl max (n::ns) = foldr max n ns

(* jobbrekurziv *)

fun maxl’ max [ = raise Empty

]
| maxl’ max (n::ns) = foldl max n ns
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Listak: futamok eldallitasa  FP-5-9

Példak listak hasznalatara: futamok eldallitasa

A futam olyan elemekbdl allo lista, amelynek szomszédos elemei kielégitenek egy predikatumot.
Irjon olyan SML fiiggvényt futamok néven, amelynek egy lista futamaibél 4116 lista az eredménye.

@ Elso véltozat: futam és maradék elballitasa két fiiggvénnyel

(* futam : ('a * "a —> bool) -> ('a * "a list) —-> ’a 1list
futam p (x, ys) = az x::ys p-t kielégitd elsd futama (prefixuma) *)
fun futam p (x, []) = [x]
| futam p (x, y::ys) = 1if p(x, y) then x :: futam p (y, ys) else [x]
(* maradek : ('a * 'a —> bool) -> ('a * ’'a list) -> ’'a list
maradek p (x, ys) = az x::ys p-t kielegitd futama utdani maradéka *)
fun maradek p (x, []) = []
| maradek p (x, yys as y::ys) = 1f p(x ,y) then maradek p (y, ys) else yys
(* futamokl : ('a * "a -> bool) -> ’a list -> ’'a list list
futamokl p xs = az xs p-t kielégitd futamaibdl &lld lista *)

fun futamokl p [] = []
| futamokl p (x::xs) =

let val fs = futam p (x, xs)

val ms = maradek p (x, Xxs)
in

if null ms then [fs] else fs :: futamokl p ms
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listak: futamok eldallitasa FP-5-10

2/

Példak listak hasznalatara: futamok eldallitasa (folyt.)

@ Példak:

futam op<= (1, [9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,99]);
maradek op<= (1, [9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,991);
futamokl op<= [1,9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,99];
[99,1];
[99];
[
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futamokl op<=
futamokl op<=
futamokl op<=

@ Hatékonysdigot rontd tényezdk

I. futamok1 kétszer megy végig a listan: eld0sz0r futam, azutdn maradek,
2. p-t paraméterként adjuk 4t futam-nak é€s maradek-nak,
3. egyik fiiggvény sem haszndl akkumulétort.

@ Javitasi lehet6ség

I. futam egy part adjon eredményiil, ennek elso tagja legyen a futam, mésodik tagja pedig a
maradék; a futam elemeinek gydjtésére hasznaljunk akkumulatort,

2. futam legyen lokalis futamok2-n belill,

3.azif null ms then [fs] else szovegrész torolhetd: a rekurzio egy hivassal késdbb
mindenképpen leall.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listak: futamok eldallitasa FP-5-11

2/

Példak listak hasznalatara: futamok eldallitasa (folyt.)

@ Masodik véltozat: futam és maradék elddllitdsa egy lokalis fliggvénnyel

(* futamok2 : ('a * 'a —> bool) —-> ’'a list -> ’'a list 1list
futamok?2 p xs = az xs p-t kielégitd futamaibdl alld lista
*)
fun futamok2 p [] = []
| futamok2 p (x::xs) =
let (* futam : ('a * 'a list) -> ’a list * 'a list
futam (x, ys) zs = olyan par, amelynek elsd tagja az x::ys p-t
kielégitd elséd futama (prefixuma) a zs elé

flzve, masodik tagja pedig az x::ys maradéka
*)

fun futam (x, []) zs = (rev(x::zs), [1)
| futam (x, yys as y::ys) zs = if p(x, vy)
then futam (y, ys) (x::zs)
else (rev(x::zs), Vyys);

val (fs, ms) = futam (x, xs) []
in

fs :: futamok2 p ms
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Listak: futamok eldallitasa  FP-5-12
Példak listdk hasznalatara: futamok eldallitasa (folyt.)

@ Harmadik véltozat: az egyes futamokat és a futamok listdjat is gydjtjiik

(* futamok3 : ('a * 'a —> bool) —-> ’'a list -> ’'a list 1list
futamok3 p xs = az xs p-t kielégitd futamaibdl alld lista
*)
fun futamok3 p [] = []
| futamok3 p (x::xs) =
let (* futamok : (’'a * 'a list) -> ’a list -> ’a list * ’'a list
futamok (x, ys) zs zss = az x::ys p-t kielégitd futamaibdl alléd

lista zss elé flzve
*)

fun futamok (x, []) zs zss = rev(rev(x::zs)::2ss)
| futamok (x, yys as y::ysS) Zs Zss =
if p(x, vy)
then futamok (y, ys) (x::zs) zZss
else futamok (y, ys) [] (rev(x::zs)::zsS)
in
futamok (x, xs) [] []
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)




Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-14

Fiiggvények mint altalanos szamitast modszerek

@ Lattuk, hogy a fliggvény (ill. altaldban az eljaras) olyan absztrakcio, amely — a paraméterként
atadott adatok konkrét értékétdl fliggetleniil — Osszetett miiveleteket ir le.

@ Az olyan magasabbrendi fiiggvény, amelynek fiiggvény a paramétere, még magasabb szintii
absztrakcio, hiszen az altala megvalodsitott Osszetett miiveletet nemcsak egyes konkrét adatoktol,
hanem egyes konkrét miiveletektdl is fliggetlenné tessziik.

@ A magasabbrendii fliggvény (eljaras) tehat valamilyen dltaldnos szdmitdsi modszert fejez ki.

@ A kovetkezd lapokon két nagyobb példat ismertetiink: altalanos szamitdsi modszert fiiggvények
zérushelyeinek €s fixpontjdanak a megtalalasara.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-15

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel

@ Az intervallumfelezés mddszere hatékony eljaras az f(x) = 0 egyenlet gyokeinek megtaldldsara,
ahol f folytonos fiiggvény.

@ A kozismert alapotlet a kovetkezo:

@ Megfelel6en megvalasztott a-ra és b-re, amelyekre f(a) < 0 < f(b), f-nek legaldbb egy
z€rushelye van a €s b kozott.

@ A zérushely megtaldldsdhoz legyen x = a + b/2. Ha f(x) > 0, akkor f zérushelyét a és x
kozott, ha f(x) < 0, akkor z és b kozott kell keresniink.

@ A keresést — a rekurziot — akkor hagyjuk abba, amikor két egymas utani kozelitd érték eltérése
egy eldre meghatarozott ért€knél kisebb lesz.

@ Mivel az eltérés minden 1épésben a felére csokken, az f zérushelyének megtalaldséhoz sziikséges
l1épések szama O(L/T), ahol L az intervallum hossza kezdetben, és 7' a megengedett eltérés.

@ A leirt algoritmust valdsitja meg a search fliggvény (1d. a kovetkezd lapon):

(* search (f, negPoint, posPoint) = root of £ x in the
negPoint <= x <= posPoint interval
PRE: f negPoint <= 0 and f posPoint >= 0

)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-16

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel (folyt.)

fun search (f, negPoint, posPoint) =
let val midPoint = average (negPoint, posPoint)
in
if closeEnough (negPoint, posPoint)
then midPoint
else let val testValue = f midPoint
in
if positive(testValue)
then search(f, negPoint, midPoint)
else if negative(testValue)
then search(f, midPoint, posPoint)
else midPoint

end
end
and average (x, y) = (x+y)/2.0
and closeEnough (x, y) = abs(x-y) < 0.001
and positive x = x >= 0.0
and negative x = x < 0.0
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-17

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel (folyt.)

@ Az elofeltételek betartasat célszerli search alkalmazasakor ellendrizni, nehogy rossz vélaszt
kapjunk az SML értelmezotol.

@ — search(Math.sin, 4.0, 2.0) (* Helyes az eredménye *);
> val it = 3.14111328125 : real

@ — search(Math.sin, 2.0, 4.0) (* Hibas az eredménye *);
> val it = 2.00048828125 : real

@ AhalfIntervalMethod fiiggvény elvégzi az ellendrzést, és jelzi, ha negPoint vagy
posPoint kezdeti ért€ke nem jo.

(* halfIntervalMethod (f, a, b) = root of £ x in the
a <= x <= b interval

<)

@ Figyeljik meg az iigyek szétvdlasztdsa elv alkalmazédsat: search a gyokkeresési stratégiit
valositja meg, halfIntervalMethod pedig az eldfeltételeket meglétét ellendrzi.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-18

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel (folyt.)

@ fun halfIntervalMethod(f, a, b) =
let val aValue = f a
val bValue = £ Db
in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, b)
else 1if negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)
else print ("Values " ”~ makestring a ~ " and " *
makestring b ©~ " are not of opposite sign.\n")
end

Megjegyzés: print-rdl és makestring-rdl részletek a kovetkezd lapon.

@ A fiiggvénynek ez a véltozata hibds, mert az 1 f-then-else feltételes kifejezés Osszes dganak
ugyanolyan tipusu eredményt kell adnia, marpedig print eredménye nem int tipusu.

@ Megoldads az (e; f) alaki un. szekvencidlis kifejezés hasznélata: az értelmezd kiértékeli e-t €s
f-et a felirt sorrendben, eredményiil pedig £ ért€két adja.
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-19

A print ésamakestring fliggvény; a unit tipus; szekvencidlis kifejezések

@ A print fiiggvény (tipusa string —> unit), ha egy fiizérre alkalmazzuk, a nullas-t adja
eredményiil, mellékhatdsként pedig kiirja a a fiizér érté€két.

@ A () vagy {} jelet nullasnak nevezziik, tipusa: unit.
@ A unit tipus egyetlen eleme a nullas. A unit a tipusmiveletek un. egységeleme.

@ A makestring fiiggvény (tipusa numtxt -> string) tetszdleges numerikus (int, real,
word, word8), char €s string tipusu értéket st ring tipusva alakit.

@ Az (el; e2; e3) szekvencidlis kifejezés eredménye azonos az e 3 kifejezés eredményével.
Ha az el és e2 kifejezéseknek van mellékhatdsuk, az érvényesiil. (el; e2; e3) egyenértékil
a kovetkez0 1let-kifejezéssel:

let val _ = el val _ = e2 in e3 end

@ Azel before e2 before e3 kifejezés eredménye azonos az el kifejezés eredményével.
Ha az e2 és e3 kifejezésnek van mellékhatésa, az érvényesiil. el before e2 before e3
egyenértékll a kovetkezd 1et-kifejezéssel:

let val e = el val _ = e2 val _ = e3 in e end
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-20

Egyenlet gyokeinek meghatarozasa intervallumfelezéssel (folyt.)

fun halfIntervalMethod (£, a, b) =
let val (aValue, bValue) = (f a, £ b)
in
if negative aValue andalso positive bValue
then search(f, a, Db)
else 1f negative bValue andalso positive aValue
then search(f, b, a)

else (print ("Values " ” makestring a ~ " and " *©
makestring b ~ " are not of opposite sign.\n");
0.0)
end;

— halfIntervalMethod (Math.sin, 2.0, 4.0);

> val it = 3.14111328125 : real

— halfIntervalMethod(fn x => x*x*x-2.0*x-3.0, 1.0, 2.0);
> val it = 1.89306640625 : real

— halfIntervalMethod (Math.sin, 2.0, 2.5);

Values 2.0 and 2.5 are not of opposite signs

> val it = 0.0 : real
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-21

Fiiggvény fixpontjanak meghatarozasa

@ Az f(x) = = egyenletet kielégits = az f fiiggvény fixpontja.

P

@ Egy f fiiggvény valamely fixpontjat megfelel6 kezd6értékbdl kiindulva f rekurziv alkalmazdséaval
hatarozhatjuk meg:

f, f(fx), f(f(fx)), F(F(f(f2))), -

A rekurzi6 akkor fejezhetd be, amikor mar elhanyagolhaté mértéki a valtozas.

@ A fixedPoint fiiggvény paramétere egy par; ennek elsd tagja egy fiiggvény, amelynek a
fixpontjat keressiik, a masodik tagja pedig a fixpont egy elsd kozelitése.

(* fixedPoint (f, firstGuess) = fixpoint of £ in the proximity
of firstGuess with tolerance tolerance

)

@ Sziikségiink van még a kozelités megkivant pontossagara:

val tolerance = 0.00001;
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-22

Fiiggvény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

fun fixedPoint (f, firstGuess) =

let
fun closeEnough (vl, v2) = abs(vl-v2) < tolerance
fun try guess =
let
val next = f guess
in
if closeEnough(guess, next)
then next
else try next
end
in
try firstGuess
end;

loadOne "Math";
fixedPoint (Math.cos, 1.0);
fixedPoint (fn y => Math.sin y + Math.cos vy, 1.0);
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Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-5-23

Fiiggvény fixpontjanak meghatarozasa (folyt.)

@ A fixpontszamitas hasonlit a négyzetgyokvondas koradbban megbesz€lt folyamatara: mindkettd
azon alapul, hogy addig finomitjuk a kozelitést, amig valamilyen feltétel nem teljesiil.

@ A négyzetgyokvonds konnyedén megfogalmazhaté fixpontszamitasként: ha x négyzetgyoke y,
akkor y x y = x, azazy = x/y. Az fy = x/y fuggvény fixponja tehat az x négyzetgyoke.
fun sgrt x = fixedPoint (fn y => x/y, 1.0);

@ A megoldédsunk rossz, ugyanis nem konvergal! Konnyen beléthato:

Legyen = négyzetgyokének elsé kozelitése y1, a masodik y2 = = /y1, a harmadik
y3 =x/y2 = x/(x/yl) = yl. Lathatd, hogy a folyamat sohasem ér véget.

”Z 7

@ Az oszcillaciét pl. ugy gatolhatjuk meg, hogy korldtozzuk két kozelitd érték kozott a valtozas
mértékét.

@ Mivel a helyes valasz mindig az y kozelits érték és x /y kozott van, y-hoz x /y-nél kozelebb esd 4j
kozelitd értékként y és = /y atlagat valaszthatjuk: y < (v + z/y)/2.

fun sqgrt x = fixedPoint (fn y => (y+x/y)/2.0, 1.0);

@ Ezt a gyakran hasznalhaté médszert dtlagcsillapitdsnak (angolul average damping) nevezik.
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