ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)




Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-2

Elagazo rekurzio

@ Kordbban linearis-rekurziv, ill. linearis-iterativ folyamatokra lattunk példakat (faktorialis
kiszamitasa kétféleképpen).

@ Most eldgazo rekurziora nézziink példat: allitsuk el a Fibonacci-szamok sorozatat.
@ Egy Fibonacci-szamot az el6z0 két Fibonacci-szdm Osszege adja:
o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,

@ A Fibonacci-szamok matematikai definicidja konnyen atirhat6 SML-fiiggvénnyé:

F(0)=0 fun fib 0 = 0
F(1)=1 | fib 1 = 1
F(n)=F(n—2)+F(n—1),han>1 | fib n = fib(n-1) + fib(n-2)

Emlékeztetdiil: a £ib fiiggvény definicidjaban a 3. kl6znak az utolsonak kell lennie, mert az n
minta minden argumentumra illeszkedik.

@ A kovetkezd lapon lathat6 abra illusztralja az eldgazdan rekurziv folyamatot £ib 5 kiszamitdsa
esetén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-3

Elagazo rekurzi6 (folyt.)

fibk 5 :
Fib 4 £ib 3

AN

ANWIANAIME

fib 2 fib 1 fib 1 £fib 0
£fik 1/ [fib O 1 1 0
1 0

@ fib 5-0tfib 4ésfib 3,fib 4-etfib 3 és fib 2 kiszdmitisaval stb. kapjuk.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-4

Elagazo rekurzi6 (folyt.)

@ A példa alkalmas az eldgazé rekurzi6 lényegének bemutatasira, de szinte alkalmatlan a
Fibonacci-szamok eléallitasara!

@ Vegyiik észre, hogy pl. fib 3 kiszdmitdsat, ami a munkanak legalabb a harmada, kétszer is
elvégezziik.

@ Konnyen beldthat, hogy F'(n) meghatdrozasahoz pontosan F'(n + 1) levélbdl all6 fat kell bejarni,
azaz ennyiszer kell meghatarozni F'(0)-t vagy F'(1)-et.

@ [F'(n) exponencidlisan n6 n-nel.
Pontosabban, F'(n) a ®"/+/5-hoz kizel esé egész, ahol & = (1 — v/5)/2 ~ 1.61803, az tn.

aranymetszés aranyszama. ® kielégiti a > = ® + 1 egyenletet.

@ A megteends 1épések szama tehat F'(n)-nel egyiitt exponencidlisan nd n-nel. Ugyanakkor a
tarigény csak linearisan nd n-nel, mert csak azt kell nyilvantartani, hogy hanyadik szinten jarunk a
faban.

@ Altalaban is igaz, hogy eldgazo6 rekurzio esetén a 1épések szama a fa csomoOpontjainak a szamaval,
a tarigény viszont a fa maximalis mélységével ardnyos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-5

Elagazo rekurzi6 (folyt.)

@ A Fibonacci-szamok linedris-iterativ folyamattal is el6allithatok.

Ha az a és b valtozok kezddértéke rendre F'(1) = 1 és F'(0) = 0, és ismétlédSen alkalmazzuk az
a < a + b, b < a transzformdacidkat, akkor n 1épés utin a = F'(n + 1) és b = F'(n) lesz. Az
iterativ folyamatot l1étrehozé SML-fiiggvény:

fun fib n = let fun fibIter (i, b, a) =
if 1 = n then b
else fibIter (i+1l, a, a+b)
in
fibIter (0, 0, 1)
end

@ Mintaillesztést hasznalhatunk, ha i-t nem noveljiik, hanem n-t6l 0-ig csokkent;jiik.

Figyelem: a kl6zok sorrendje, mivel nem egymast kizar6ak a mintdk, lényeges!

fun fib n = let fun fibIter (0, b, a) = Db
| fibIter (i, b, a) = fibIter(i-1, a, a+b)
in
fibIter(n, 0, 1)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-6

Elagazo rekurzi6 (folyt.)

@ A Fibonacci-példdban a 1€pések szama elagaz6 rekurzidndl tehat n-nel exponencialisan, linearis
rekurziondl n-nel ardnyosan nétt, kis n-ekre is hatalmas a nyereség!

@ Téves lenne azonban azt a kovetkeztetést levonni, hogy az elagaz6 rekurzié hasznélhatatlan.
Amikor hierarchikusan strukturdlt adatokon kell miiveleteket végezni — pl. egy fat kell bejarni —,
akkor az elagazo rekurzi6 (angolul: tree recursion) nagyon is természetes €s hasznos eszkoz.

@ Az eldgazo rekurzi6é numerikus szamitasokndl az algoritmus els6 megfogalmazasakor is hasznos
lehet: gondoljunk csak arra, hogy milyen konny volt atirni a Fibonacci-szamok matematikai
definicigjat programma.

@ Ha madr értjiik a feladatot, az elsd, rossz hat€konysagu valtozatot konnyebb &tirni j6, hatékony
programmad. Az eldgazo rekurzio segithet a feladat megértésében.

Az iterativ Fibonacci-algoritmushoz csak egy aprdocska otlet kellett. A kovetkez6 feladatra azonban
nem lenne konny iterativ algoritmust irni.

@ Hanyféleképpen lehet felvaltani egy dollart 50, 25, 10, 5 és 1 centesekre?

@ Altaldnosabban: adott 6sszeget adott érmékkel hanyféleképpen lehet felvaltani?

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-7

Elagazo rekurzi6 (folyt.): pénzvaltas

Tegyiik f6l, hogy n darab érme all a rendelkezésiinkre valamilyen (pl. nagysag szerint csokkend)
sorrendben. Ekkor az a 0sszeg lehetséges felvaltasainak szamat gy kapjuk meg, hogy

@ kiszamoljuk, hogy az a hanyféleképpen valthato fel az elsd (d értékli) érmét kivéve a tobbi
érmével, és ehhez

@ hozzdadjuk, hogy az a — d hanyféleképpen vélthato fel az 6sszes érmével, az elsbt is beleértve —
mas szoval azt, hogy az a-t hanyféleképpen tudjuk ugy felvaltani, hogy a d-t legaldbb egyszer
felhasznaljuk.

A feladat tehat rekurzioval megoldhato, hiszen redukalhato ugy, hogy kisebb dsszegeket kevesebb
érmével kell felviltanunk. A kovetkezd alapeseteket kiillonboztessiik meg:

@ Ha a = 0, a felvaltasok szama legyen 1.
@ Ha a < 0, a felvéltasok szdma legyen O.

@ Han = 0, a felvaltasok szama legyen 0.

Gyakorlo feladat. A példdban a firstDenomination, magyarul elsé cimlet fliggvényt
felsorolassal valositottuk meg. Tomorebb €s rugalmasabb lesz a megvaldsitasa, ha listat alkalmazunk.
[rja 4t a fiiggvényt countChange fiiggvényt gy, hogy a cimleteket egy lista tartalmazza.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-8

Elagazo rekurzi6 (folyt.): pénzvaltas

fun countChange amount =
let (* cC amount kindsOfCoins = az amount Osszes felvaltadsainak
szama kindsOfCoins db érmével *)
fun cC (amount, kindsOfCoins) =

if amount < 0 orelse kindsOfCoins = 0 then 0

else 1if amount = 0 then 1

else cC (amount, kindsOfCoins - 1) +

cC (amount - firstDenomination kindsOfCoins,
kindsOfCoins)
and firstDenomination 1 = 1

| firstDenomination 2 = 5
| firstDenomination 3 = 10
| firstDenomination 4 = 25
| firstDenomination 5 = 50

in c¢C(amount, 5) end;

countChange 10 = 4; countChange 100 = 292;

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-9

Hatvanyozas

@ Az eddig latott folyamatokban a kiértékelési (végrehajtasi) 1€pések szama az adatok n szamdaval
linedrisan, ill. exponencialisan n6tt. Most olyan példa kovetkezik, amelyben a 1épések szama az n
logaritmusaval aranyos.

@ A ) szam n-edik hatvinyénak definici6jat ugyancsak konnyii dtrakni SML-be.

W=1 fun expt (b, 0) =1
b'=0b-b"! | expt (b, n) = b * expt(b, n-1)

@ A Iétrejové folyamat linedris-rekurziv. O(n) 1épés és O(n) méretd tar kell a végrehajtasdhoz.
@ A faktoridlisszamitashoz hasonléan konny felirni linedris-iterativ valtozatat.

fun expt (b, n) =
let fun exptlIter (0, product) = product
| exptlter (counter, product) =
exptIter (counter-1, b * product)
in
exptIter(n, 1)
end

@ O(n) 1épés és O(1) — azaz konstans — méretli tar kell a végrehajtasdhoz.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Hatvanyozas (folyt.)

Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-10

@ Kevesebb 1épés is elég, ha kihasznéljuk az alabbi egyenldségeket:

=1

b* = (b"/?)?, ha n péros

b" = b-b""! han paratlan

in

fun expt (b, n) =
let fun exptFast 0 =1

| exptFast n =
if even n
then square (exptFast(n div 2))
else b * exptFast(n-1)
and even i = 1 mod 2 = 0
and square x = X * X
exptFast n end

@ A 1épések szdma €s a tar mérete O(lg n)-nel aranyos. Konstans tarigényfi iterativ valtozata:

fun expt (b, 0) =
| expt (b, n) =

1 (* Nem hagyhato el! Miért nem? *)

let fun exptFast (1, r) =r
| exptFast (n, r) =
if even n then exptFast(n div 2, r*r)
else exptFast(n-1, r*b)
and even 1 = 1 mod 2 = 0

in exptFast(n, b) end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév

(Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-11

Legnagyobb kozos 0szto

@ Kovetkez6 példank a és b legnagyobb kozos osztdjat szamolja ki az euklideszi algoritmussal.

@ Az alapgondolat az, hogy ha a-t b-vel osztva r a maradék, akkor a és b kozos 0sztdi azonosak b és
r k0z0s osztoival.

@ A matematikai definicidt most is pontosan koveti az SML-fiiggvény.

ged(a,0) = a fun gcd (a, 0) = a
ged(a, b) = ged(b, a mod b) | gcd (a, b) = gcd(b, a mod b)

@ A folyamat iterativ. A 1€pések szdma logaritmikusan nd.

Pontosabban — Lamé tétele szerint — ha az euklideszi algoritmus egy szampar legnagyobb k6zos
osztdjat k 1épésben szamitja ki, akkor szdmpér kisebbik tagja nem lehet kisebb a k-adik
Fibonacci-szamnal.

Legyen n az algoritmus kisebbik paramétere. Ha a legnagyobb koz06s osztd kiszdmitdsdhoz &
1épésre van sziikség, akkor n > F'(k) ~ ®%/+/5. Azaz a k 1épésszdm az n (P alapt)
logaritmusdval aranyos. (Ld. SICP, 1.2.5. szakasz.)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-12

Primteszt

@ A kovetkez6 SML-predikdtum egy n szam prim voltat teszteli.

@ A findDivisor fiiggvény 2-t8l kezdve megkeresi az n szam legkisebb osztdjat. Az n szam
prim, ha a legkisebb 0szt6 az n szdm maga.

@ Az n osztéit 2-t8l \/n-ig kell keresni, igy a 1épések szama O(4/n).

fun prime n =

let fun smallestDivisor n = findDivisor (n, 2)
and findDivisor (n, testDivisor) =
if square testDivisor > n then n
else i1if divides(testDivisor, n) then testDivisor
else findDivisor (n, testDivisor+1l)
and square xXx = X * X
and divides (a, b) = b mod a = 0
in
n = smallestDivisor n
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-13

Primteszt (folyt.)

@ A kovetkez6 SML-predikdatum egy szam prim voltat valosziniiségi modszerrel teszteli. A 1€pések
szama O(lgn).
@ Az algoritmus a kis Fermat-tételen alapul, ami azt mondja ki, hogy:

ha n prim és 0 < a < n, akkor a" modulo n szerint kongruens a-val, azaz a" mod n = a.

@ Két szam akkor kongruens modulo n szerint, ha n-nel osztva mindkettének ugyanaz a
maradéka. Egy a szam n-nel valo osztasanak maradékat ¢ modulo n szerinti maradé€kanak,
vagy roviden a modulo n-nek is nevezik.

@ Ha n nem prim, akkor az a < n szdmok nagy hanyadara nem teljesiil a fenti rel4cio.

@ A primteszt algoritmusa ezek utén a kovetkez6 :

@ Adott n-re véletlenszer(ien valasszunk egy a < n szdmot: ha ¢” mod n # a, akkor n nem prim.
Ellenkez esetben nagy a valdszinlisége, hogy n prim.

@ Vilasszunk véletlenszerlien egy masik a < n szdmot: ha a" mod n = a, akkor ndvekedett
annak a valészintisége, hogy az n prim. Ujabb és tjabb a értékeket valasztva egyre
biztosabbak lehetiink abban, hogy az n prim.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fiiggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-14

Primteszt (folyt.)

@ Az expmod segédfiiggvény a base syam exp-edik hatvdnyanak modulo m szerinti maradékat
adja eredményiil.

(* expmod (base, exp, m) = base exp-edik hatvanya modulo m

*)

fun expmod (_, 0, _) =1

| expmod (b, e, m) =

if even e then square(expmod(b, e div 2, m)) mod m
else b * expmod (b, e-1, m) mod m

and even n = n mod 2 = 0

and square x = X * X

@ Nagyon hasonlo felépitésli exptFast-hoz. A 1€pések szdma a kitev logaritmusdval ardnyos.

@ Sziikségiink van véletlenszamok eldallitdsara. Részletek az SML alapkonyvtarabdl:

Random.range (min, max) gen = an integral random number in the
range [min, max). Raises Fail if min > max.
Random.newgen () = a random number generator, taking the seed

from the system clock.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fliggvényekkel (eljardsokkal)  FP-4-15

Primteszt (folyt.)

@ Betoltjiik a Random konyvtarat:
loadOne "Random";
@ fermatTest generdl egy dlvéletlen-szamot, €s egyszer elvégzi a vizsgalatot:

(* fermatTest n = false if n is not prime
*)

fun fermatTest n =

let fun tryIt a = expmod(a, n, n) = a
in tryIt(Random.range (1, n) (Random.newgen()) )
end

@ fastPrime times-szor megismétli a vizsgalatot:

(* fastPrime (n, times) = true if n passes the prime test
times times

*)

fun fastPrime (n, 0) = true

| fastPrime (n, t) = fermatTest n andalso fastPrime(n, t-1)

@ Ez a megoldas csak nagy valdszinlis€ggel, de nem teljes bizonyossiggal ad valaszt a kérdésre.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)
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Tovabbi listakezel§ fiiggvények  FP-4-17

Adott szamu elem egy lista elejérdl €s végérdl (take, drop)

@ Legyen rs = [LE(), LlyeeeyLj1,L5, L5415+, LEn_l], akkor
take (xs, 1) =|[zg,21,...,Ti—1)ésdrop(xs, 1) = |TiTit1,---,Tn_1]-
(* take : 'a 1list * int -> ’'a 1list
take (xs, 1) = xs, ha 1 < 0; az xs elsd i db elemébdl
allé lista, ha i >= 0
*)
fun take (_, 0) = []
| take ([], _) = []
| take (x::xs, 1) = x :: take(xs, 1-1);
(* drop : 'a 1list * int -> ’'a 1list
drop(xs, 1) = xs, ha 1 < 0; az xs elsdé i db elemének
eldobdsaval eldalld lista, ha i >= 0
*)
fun drop ([], _) = []
| drop (x::xs, 1) = i1if i > 0 then drop (xs, 1-1) else x::xXs;

@ Konyvtari valtozatuk, List.take,ill. List.drop, ha az xs listara alkalmazzuk, ¢ < 0 vagy
1 > length xs esetén Subscript néven kivételt jelez.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezeld fliggvények  FP-4-18

Lista redukcidja kétoperandusu muvelettel (foldr, foldl)

@ Vissza-visszatéro feladat egy lista redukcidja kétoperandusi miivelettel. Kozos, hogy n db

P

ertékbdl egyetlen értéket kell eldallitani (vO. redukcio).

@ foldr jobbrdl balra, fold1 balrdl jobbra haladva egy kétoperandusi miiveletet (pontosabban
egy pdrra alkalmazhato, prefix pozicioju fiiggvényt) alkalmaz egy listara. Példak szorzat és 0sszeg

kiszamitasara:

foldr op* 1.0 [] = 1.0; foldl op+ 0 [] = 05

foldr op* 1.0 [4.0] = 4.0; foldl op+ 0 [4] = 4;

foldr op* 1.0 [1.0, 2.0, 3.0, 4.0] = 24.0; foldl op+ O [1, 2, 3, 4] = 10;

@ Jeloljon & tetszOleges kétoperandusu infix operatort. Akkor

foldr op® e [X1, X2, ..y, Xp] = (X1 @ (X0 B ... © (X, D ) ...))
foldr op® e [] = e
foldl op® e [X1, X9, ..., Xp] = (X, & ... B (X9 B (x1 D €)) ...)
foldl op® e [] = e

@ Asszociativ miveleteknél foldr és foldl eredménye azonos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



Tovébbi listakezeld fliggvények  FP-4-19

Példak foldr és foldl alkalmazasara

@ A & mivelet e operandusa néhany gyakori miiveletben — 6sszeadds, szorzds, konjunkcié (logikai
,,68”), alternicio (logikai ,,vagy”) — a (Jobb oldali) egységelem szerepét tolti be.

@ isum egy egészlista elemeinek Osszegét, rprod egy valoslista elemeinek szorzatét adja

eredményiil.
val isum = foldr op+ O; val rprod = foldr op+ 1.0;
val isum = foldl op+ O, val rprod = foldl op+ 1.0;

@ A length fiiggvény is definidlhaté foldl-lel vagy foldr-rel. Kétoperandusu miiveletként
olyan segédfiiggvényt (inc) alkalmazunk, amelyik nem haszndlja az els6 paraméterét.

(* inc : ’'a * int -> int
inc (_, n) = n + 1 *)
fun inc (_, n) = n + 1;

(* lengthl, lengthr : ’'a list -> int ¥*)
val lengthl = fn 1ls => foldl inc 0 1s;
fun lengthr 1ls = foldr inc 0 1ls;

lengthl (explode "tengertanc");
lengthr (explode "hajdu sogor");

Deklarativ programozas. BME VIK, 2004. tavaszi félév (Funkcionélis programozas)



