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BEVEZETES




Bevezetés

Az eloadas felépitése
® [.alkalom: a A-kalkulus alapjai
® 2 alkalom: a A-kalkulus, mint programozasi nyelv

® 3. alkalom: Tipusok bevezetése
A Caml nyelvcsalad bevezetése a A-kalkuluson keresztiil
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Felhasznalt irodalom

A A-kalkulus jelentos irodalommal bir, az eloadas alapjat a
kovetkezo bevezeto cikkek képezték:

® Greg Michaelson: An Introduction to Functional Programming Through
Lambda Calculus

® John Harisson: Intorduction to Functional Programming (A cikk a lambda
kalkuluson keresztll vezeti le a Caml alapjait, igy a tovabbiakban 1s hasznos
lehet, emellett az eldadds szerkezete a cikk szerkezetéhez illeszkedik)

® Henk Barendregt, Erik Barendsen: Introduction to Lambda Calculus (er6sen
matematikai targyalas)

Tovabbi elolvasasra érdemes még

® (Csornyel Zoltan: A lambda-kalkulus (magyar nyelvil, az ELTE-n hasznalt
jogvédett oktatdsi anyag)
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A -KALKULUS ALAPJAI




A A-kalkulus torténete - 1

Leibniz
® Univerzalis nyelv, amelyen minden probléma megfogalmazhatd

@ Altalanos megoldasi metodus, amely minden univerzalis nyelven
megfogalmazott problémara megoldast talal = ,, Entscheidungsproblem”

Hilbert 2. kérdése: Létezik-e teljes és konzisztens matematikai
axioma rendszer?

Russell, Whitehead: Principia Mathematica

@ A matematika logikai leirasdnak kisérlete

Godel (1931): Modellelmélet segitsegével bebizonyitotta, hogy
Hilbert kérdésére a valasz nemleges!
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A A-kalkulus torténete - 2

Godel ,,negativ”’ eredménye ellenére az univerzalis megoldo
eszkoz Keresése nyoman megsziiletett a ,,kiszamithatosag”
elmeélete (theory of computability)
® Turing: Turing-gép (tobbé-keveésbe a mai szamitogépek Ose, a Neumann
architektira lényegében véges Turing-geép kozvetlen elérésii memoriaval
szalag helyett)

® Kleene: Rekurziv fliiggvenyek elmélete
@ Church: A-kalkulus

Church tézise szerint a harom metodus ekvivalens és minden
probléma leirhato veliik (ezt mai napig nem bizonyitottak
formalisan).

Kleene és Church munkaja tekintheto a funkcionalis paradigma
alapjanak.
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A A-kalkulus formalis leirasa

A formalis szintaxis a kovetkezoképp néz Kki:
® < J-kifejezés > > < valtozo > |
<konstans> |
< A-absztrakcio > |
< applikdcio >
® < A-absztrakcio > > (A <valtozo > . < A-kifejezés > )

® < applikacio > > ( < A-kifejezes > < A-kifejezés > )

Az eloadas soran alkalmazott szabalyok
® Filggveny alkalmazas jelolese: f(x), vagy fx
® A fiiggvény applikacio balra kot: fx y jelentése (f(x))(y)
® /x.Ay.t[x, y] helyett 4 x y.t/x,y/-t irunk

® A A-absztrakciot minden esetben a lehetd leghosszabban kiterjesztjiik
jobbra, vagyis A x.x y jelentése 4 x.(x y) (ezt sok szerz6 nem teszi meg).
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Mit jelent a A?

Gyakorlatilag semmit...

A A csak jelolési konvencio (pl. jellemzoen francia szovegekben
mai napig hasznaljak a [a/ t/a] jelolést), 1étét egy ,,evolucios”
folyamatnak koszonheti:

1. Russell €¢s Whitehead a Principia Mathematica-ban a kalap jelolést
hasznalta: ¢/a/.

2. Church modositotta a jelolést: d.t/a/, de ezt csak Aa.t/a] formaban tudtik az
akkori nyomdaszok megjeleniteni.

3. Végiil egy tjabb nyomdasz kezeben, valdsziniileg tévedeésbol kialakult a
veégleges forma: 1a.t/a/
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A L jellés elényei X

® Nagyon egyszerl eszkozrendszerrel gyakorlatilag tetszoleges bonyolultsagu
matematikai elemek leirhatok és jellemezhetOk (persze 1ddvel az
egyszerusegert az atlathatosag csokkenésével fizetiink, de mindez javithato
szintaktikus édesitOszerek alkalmazasaval, 1d. Michaelson konyv).

® Matematikai szovegekben jellemzoen az f(x) jeloleést hasznaljak mind
magara az f fliggveényre valo hivatkozasra, mind az f x-re valo
alkalmazasara. Ezt a kétertelmuséget teljesen megsziinteti a A jeloles.

Erdsen megkonnyiti a valtozok kezelését (bevezethetove valik a kotott €s a
szabad valtozok fogalma, illetve a programozasi nyelveknél jol ismert
lathatosag (scoping)).
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A A-kalkulus ereje

® Szamitasi képességét tekintve valdszinlileg ekvivalens a Turing-géppel
(Church tézis)

® Enneck megfelelden 1éteznek a Turing-gép problémaival (pl. megallasi
probléma) ekvivalens A-kalkulus problémak.

® Russell paradoxon: az 6nmagat nem tartalmazo halmazok halmaza
tartalmazza ¢€s nem 1s tartalmazza dnmagat:
R={x|xée&x! >R eR <R ¢&R)
A-kalkulus megfeleldje: R = A x.~(x x), igy R R = ~(R R), mér pedig ez pont
ellentétes a negalas termeszetes jelentésevel.
Church ezt felismerve vezette be a tipusokat a A-kalkulusba, ami
kikiiszobolte az ellentmondast (ld. a 3. alkalom anyagat).
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Szabad és kotott valtozok
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® Szabad valtozok:

FVix) = {xf
FViec) = 0
FVisty = FV(s) UFV(1)
FViixs) = FV(s)—{x}
® Kotott valtozok:
BVx) = 0O
BV(c) = 0O
BV(ist) = BV(s) UBV(1)
BV(ixs) = BV() vix)}

valtozo
konstans
applikacio
A-absztrakci6

valtozo
konstans
applikacio
A-absztrakcio

® pl.s = (Axyx)(Ax.zx),akkor FV(s) = {z} és BV(s) = {x, y}
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Helyettesités

® Intuitiv megkozelitésben egyszerll a helyettesités, de nekiink most gépies
metodust kell megalkotnunk.

® Pl (Ay.x+y)[y/x] =4y.y + y, marpedig nem ez az elvart mikodés.
® Helyes szabalyok:

x[tix] = t
yivx] = yifx=y
c/t’x] = ¢

(s;8)[t'x] = s,[t/x] s,[t/x]
(Ax.s)[tix] = Ax.s
(Zy.s) [t'x] = Ay.(s[t/x]), hax =y es x  FV(s) vagyy ¢ FV(t)
A y.s) [tx] = 4z.(s[zy][t/x]) egyébkent, ahol 7 ¢ FV(s) U FV(t)
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Konverziok

A A-kalkulus harom konverzios szabalyon alapul:
® o-konverzio: A x.s =, A y.s[y/s] feltéve, hogy y ¢ FV(s)
® B-konverzio: (4 x.s) t —=,s[t/x]

® n-konverzio: A x.t x —, 1 feltéve, hogy x ¢ FV(1) (pl. Au.vu —, v, de
Auvu /=, u)
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A A-azonossag

® K¢t A-kifejezés azonos (=), ha I¢tezik az el6z6 konverziok olyan véges
sorozata, amely az egyiket a masikba viszi at:
S 2, tvagy s 2gtvagys —,1 =>s =1
I'=t=t
S=1=>1t=s8
S=tést=u=s=u
sS=t=2>su=1tu
S=t=2us=ut
S=1t=>AX.8 =AX.t
® Keét A-kifejezés szintaktikailag megegyezik (=), ha teljesen azonos (vagyis
Ax.x =Axx,dealyy=4xxmarnem igaz, annak ellen¢re, hogy
Ay.y =AXX)
® A szintaktikai egyezdseg gyengitett, de sokkal hasznosabb valtozata az, ahol
a szintaktikai egyez0ség elérhetd kizardlag a-konverzioval (=).
PlLAxx=,Ayy
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A-redukcio - 1

® A A-azonossag fontos, de nem tul hasznos relacio, sokkal hasznosabb az
aszimmetrikus valtozata a A-redukcid (—):
s 2, tvagy s 2gtvagys —,1 =5 >1
I'=t—>t
S 3tést >u =85 >u
S >l =>s5uUu >tu
S >t=us >ut
S >t =>AXxSs >Axt

® A redukcio (bar nevevel ellentétben néha méret novekedéssel jar egylitt) a
A-kifejezések szisztematikus kiertékelesét jelenti.

® Amennyiben egy kifejezes redukcidja a-konverziok kivetelevel tovabb mar
nem folytathato, gy a kifejezés elérte a normal formajat.
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A-redukcio - 2

® Kézenfekvl, hogy egy Osszetett A-kifejezés redukaldsa tobbfélekepp is
elvégezhetd, amelyek kozott lehet végtelen redukcids sorozat is.
Pl. (Axy)Axxxx)Axxxx)—>
AXY)AXXXX)(AXXXX) (AXXXX) —>
AXY)AXXXX)AXXXX) (AXXXX)(AXXXX) —>

de (i XY)AXXXX)AXXXX) >V

® Tétel: has — 7 €s t normal fomaju, akkor az a stratégia, amely minden
esetben s legkiilsO, legbaloldalibb redukalhato6 részkifejezését redukalja
véges redukcios sorozathoz vezet €s normal formaju kifejezésben ér véget.
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Church-Rosser tétel

® Tétel: hat — s, és t =, akkor 1étezik olyan u kifejezés, hogy s, = u €s
S, > U.

® Kovetkezmeényl: ha ¢, = ¢,, akkor létezik u kifejezés, hogy ¢, - u €s

[, > u.

® Kovetkezmény2: hat =+¢,€st =1t,, €s ¢, és ¢, normal formaju, akkor ¢, = ¢,
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Kombinatorok

A kombinatorok elmélete a A-kalkulushoz hasonlo elmélet,
azonos szamitasi képességekkel:

® Kombinatornak tekintheté minden szabad valtozotdl mentes A-kifejezés.
Ezeket zart kifejezéseknek is nevezziik.

® 3 alap kombinatorral minden kifejezes kifejtheto:

I = Axx (,,identity” — azonossag)
K = Axyx (konstans)
S = Afgx.(fx)(gx) (,,sharing” — megosztas)

® SoOt: =S K A, ahol A barmilyen kombinator lehet (rendszerint A-nak K-t
valasztjak, igy I = S K K).

vilagban.
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A A-KALKULUS, MINT
PROGRAMOZASI NYELV
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Elso 1épések

® Egy valos programozasi nyelv elképzelhetetlen adatok nélkiil.

U

Az elso 1épésnek valamiféle adatreprezentacio kialakitasanak ¢€s az adatok
végezheto alapvetd miiveleteknek kell lennie.

® Meg kell teremteni a programvezeérlés valamilyen modjat.

@ Alapvetd elemek:
e igazsagértekek
o feltételes kifejezés
e logikai operatorok
e valamif€le szamabrazolas, ¢s a szamokon végezhetd miiveletek
e ismetelt végrehajtas lehetdsege
® Tovabbiakban a definicio jelolése: s 45°, ami annyit jelent, hogy s = s’
definicio szerint.
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Igazsagértékek

® A cél valamiképp a true ¢€s a false értékek definidlasa A-kifejezések
segitsegevel.

® Természetes, hogy erre a célra elvben barmely ket egymassal nem egyenld
(A-azonossagot tekintve) A-kifejezes megfelelne.

® (Cé¢lszerlisegi okokbol a kovetkezd definiciot hasznaljuk:
true Axy. x
false AXy.y

® A fenti kifejezéseknek még nagyon fontos szerepe lesz a tovabbiakban...

[N

® Bebizonyithato, hogy ez a ket A-kifejezeés semmilyen redukcios sorozattal
sem vihetd at egymasba (mindez intuitiv Gton is beldthato, 1évén egy par
elso elemét kivalaszto fliggvény soha nem fog ugyanugy viselkedni, mint a
masodik elemet visszaado kifejezes).

Magasabbrendii funkcionélis programozas - 2003. 02. 24. A-kalkulus



Feltételes kifejezés B

® A C ‘c ? x:y’ konstrukcidjat akarjuk megalkotni.

@ Fontos, hogy nem feltételes utasitasrol, hanem tényleges kifejezésrol
beszélink, igy az ,,else” 4g nem elhagyhato (ez a legtobb funkcionalis
nyelvben tényleg igy is van).

® Ennck megfelelden:

if E then E1 else E2

[N

EEl E2 (vagyis (E(E1))(E2))

Példaul:
if true then El else E2 = true El1 E2
= (Axy.x)ElE2
= FEl
if false then El else E2 = false E1 E2
= (Axy.y)EIE2
= E2
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Logikai operatorok

® Az igazsagértekek logikai operatorok nélkiil nem 1gazan hasznalhatoak, de a
feltételes kifejezes megteremtette a definialasuk lehetoséget:

notp 2 ifp then false else true
pandq 2 ifpthen q else false
porq 2 ifpthen true elseq

® Az igazsagtablak ellendrzésével formalisan is bizonyithatd ezek helyessége,

de sziikségtelen.
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Parok és tobbesek

® Minden felsorolas (lista vagy tobbes) tekinthetd parok egymasba
agyazasanak a kovetkez0 modon: (£, (E,, (E;, ...))) (ez egyfajta rekurziv
konstrukci0, ami az egyik legalapvetobb funkcionalis eszkoz)

® Alapvet0 a parok abrazolasanak ¢€s kezelésének a képessege.

® Parok abrazolasa: (E,E) 24 MFEIE2
® Destruktorok: fstp 2 ptrue
sndp 4 pfalse
hiszen példaul: fst(p,q) = (p, q)true
= (Mfpa) (xy.x)
= (xy.x)pgq
4
® Tobbesekre (jelolés): (p), 2 [fstp
(0), 2 fot (snd! p)
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Curry-ing

® A parok kezelése lehetOvé teszi a fliggvények hagyomanyos meghivasat
(fxyz... helyettf(x,y, z, ...))

® Az ehhez sziikséges eszkozok parokra:
CURRYf 2 Jxy.f(x, v

[N

UNCURRY g Ap.g (st p) (snd p)
® Tobbesekre: CURRY,f 2 Ix;.x.f(x, .. Xx,)
UNCURRY, g 42 Jip.g({®), .- (v),

® Ezutan A(x,, ..., x,).t irhaté az UNCURRY, (/x, ... x,.t) roviditéseként
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Termeészetes szamok
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® Szamabrazolashoz a Chruch-szamabrazolast hasznaljuk, ami gyakorlatilag
megegyezik a Turing-gépeknél tanulthoz, vagyis az unaris szamokrol van
sz6: 1,11, 111, ... (ez nem tul hatékony, de rendelkezik nehany nagyon

kellemes tulajdonsaggal).

® Ennck megfelelden: n
® P¢ldaul: 0
1
2

[N N[N

A x.f" x,
Af x.x

A x.fx
Mxf(fx)

® A szamok ilyetén abrazolasanak megvalasztasa bar nem onkényes, de nem
is kotelez0, gyakorlatilag alkalmazhatd barmilyen hasonl6 tulajdonsagokkal
rendelkez6 A-kifejezés (pl. a 0 lehet az azonossag fliggveny — Ax.x és a

minden egyes szam a An s.(s false) n novekmény fliggvény megfelelo szamu

alkalmazasaval definialhato).
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Muveletek természetes szamokon - 1

® Nulla vizsgalat: ISZEROn 2 n (Ax.false) true
vagyis ISZERO 0 = (Afx.x) (Ax.false) true
= lrue
¢s ISZERO (n + 1) = (M x.fr*! x) (Ax.false) true
= (Ax.false)"*! true
= (Ax.false)((Ax.false)" true)
= false
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Muveletek természetes szamokon - 2
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® Kovetkezo szam: SUC 4
vagyis SUCn =

Anfx.nf(fx)
(Anfx.nf(fx) (Af x.f" x)
M x.(f x.f* X)f (f x)

A x.(Af x.f" x)(f x)

Mxf (fx)

Af x.fi* x

n+1
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Muveletek természetes szamokon - 3

® Az el6z6 szam mar nehezebb (cél: PRE 0 = 0és PRE (n + 1) = n)

Trikk a parokra értelmezett PREFN deklaralasa, ami eldobja fegy
példanyat f*-bol a kovetkezdkepp:

PREFN f (true, x) = (false, x)
¢s PREFN f (false, x) = (false, fx)
vagyis PREFN 2 JAfp.(false, if fst p then snd p else f (snd p))

® Majd ezzel: PRE 2 Jfx.snd(n (PREFN f) (true, x))
(a helyhiany miatt eltekintek a levezetéstdl, mivel viszonylag hosszl, de
mindenki kiprobalhatja).
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Muveletek természetes szamokon - 4

® Osszeadas: m+n 2
vagyis m+n =

AMx.mf(nfx)
AMx.mf(nfx)
Mx.(Afx.f"x)(nf x)
A xf" (nfx)

AXS" (A x./" X) fx)
M xS ((Ox.f' x) x)
A xf" (" x)

Af x fn x
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Muveletek természetes szamokon - 5

® Szorzas: m*n 24
vagyis m*n =

AMx.m (nf)x

AMx.m (nf)x
Mx.(AMx.frx) (nf)x
Mx.(x.(n )" x) x

A x.(nf)™x

M x.((Af xf"x) )™ x
A x.(Ax.f" x)" x

A x. ()" x

Af x.frm x
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Rekurziv fiiggvények — bevezeto

® Az ismetelt végrehajtas alapvetd programozasi elem, erre a célra a
funkcionalis programozason beliil a rekurzi6d szolgal.

® [¢vén a A-kalkulus név nelkiili figgvényekkel dolgozik elsé gondolatra
lehetetlennek tiinik a rekurziv kifejezeések definialasa.

® Szerencsere ezt nem minden matematikus gondolta igy €s nem kis
erdfeszitessel megtalaltak a megoldast (Curry publikalta eloszor), ami egy
elotet figgveny alkalmazasaval lehetove teszi a rekurzi6 alkalmazasat a A-
kalkulusban.

® Az elotét fiiggvény neve fix pont kombinator:
Az Y zart A-kifejezést akkor nevezziik fix pont kombinatornak, ha minden f
Akifejezesre f(Y ) =Y f

® A fix pont kombinator egy f kifejezésre alkalmazva azt az x értéket adja
vissza, amelyre f(x) = x.
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Rekurziv fiiggvények — fix pont kombinator .

® Russell-paradoxon: R = Jix—(xx)
és RR = —(RR)
vagyis R a — operator fix pont kombinatora.
@ Altalanositsuk R-t: Y 2 If(xf(xx)) (Axf(xx))
amire Y = (MOxf(xx) (xf(xx)f
= (Xf(xx) (Oxf(xx)
= fOxf(xx) (xf(xx)
= Sy

® Mivel az utolso 1épésben egy forditott B-redukciot hajtottunk végre, a fenti
kifejezeés programozasi szempontbol nem megfeleld (mivel ott csak a
normalis redukcios 1épések megengedettek), igy gyakorlati
alkalmazasokban Turingutdn: 77 2 (xy.y(xxy)) (Axy.y (xxy)).

® Tovabbiakban Y-t hasznaljuk, de a helyére barmelyik fix pont kombinator
hasznalhato (pl. £LLLLLLLELLLLLELLLLLLLLLLL, ahol
£ = Aabcdefghijkimnopgstuvwxyzr.r(thisisafixedpointcombinator))
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Rekurziv fiiggvények definialasa B

® Pc¢ldakent defimaljuk a faktorialis fliggveényt a kovetkezOképp:

fact(n) = if ISZERO n then I else n * fact(PRE n)
® Irjuk at A-kifejezésszerti formara:
fact = Ain. if ISZERO n then 1 else n * fact(PRE n)

=  (Mn. if ISZERO n then 1 else n * f{(PRE n)) fact

® Ha jol megnézziik latszik, hogy fact a
F = Afn if ISZERO n then I else n * f{(PRE n)
figgvény fix pontja, vagyis fact = Y F.

® Hasonloan megoldhato a kolcsonosen rekurziv fliiggvények definialasa is.
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TIPUSOK BEVEZETESE
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Tipusok

® Mind logikai, mind programozasi szempontbdl indokolt a tipusok
bevezetése.

® A logikai szempontot a Russell paradoxon megléte adja, ami gyakorlatilag
azeért fordulhat eld, mert megengedett a fiiggvények dnmagukra vald
alkalmazasa = ennek kikiiszobolése megsziinteti a paradoxont, emiatt
vezette be eredetileg Russell a tipusokat a Principia Mathematica-ban.

® Programozasi szempont dsszetettebb:

e Mar a FORTRAN is megkiilonboztet tipusokat, mert igy hatékonyabb kodot
tud eldallitani (ugyanez igaz pl. a C mutat6 aritmetikajara).

e A tipusok megléte segit kikiiszobolni a programozasi hibak jelentds részet.

e A tipusok hasznalata tobb féle lehet: nincsenek tipusok (BCPL, ISWIM, SASL,
Erlang), gyenge tipizalas (PL/I), futasidejli dinamikus tipusellendrzés (LISP),

forditas 1dejl erds tipizalas polimorfizmussal (ML).
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Tipusos A-kalkulus

® Tipusok bevezetése a A-kalkulusba viszonylag kézenfekvd dolognak tiinik,
de az eredménye nagyon messzire Visz.

® Alapotlet: minden A-kifejezeésnek legyen tipusa, igy s csak akkor
alkalmazhato ¢-re (s ¢), ha a tipusok megfelelden illeszkednek. Vagyis, ha s
tipusa o — 7 és ¢ tipusa g, akkor s ¢ tipusa 7.

® Programozasi nyelvek kozott ezt hivjak erds tipizalasnak, vagyis -nek o
tipustnak kell lennie, nincs szo altipusokrol vagy megfeleltetésrol (ezzel
szemben pl. a C nyelvben egy fliggvény double tipusu paramétert var, akkor
elfogad float tipusut 1s).

® Jelolesmod: ¢ : o jelentése ¢ tipusa o (ez teljesen 0sszhangban van a
matematikdban hasznalt jelolésmoddal).

® A tipusokra ugy tekintiink, mint értekhalmazokra, vagyist: 0 =t 0.
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® A formalis targyalas elso lépeseként meg kell hatdroznunk, hogy pontosan

mit ertlink tipusokon.

® Feltetelezziik, hogy rendelkeziink néhany primitiv tipussal (pl. bool, int,

stb.).

® Vannak tipus konstruktoraink, amelyekkel a primitiv tipusokbdl Osszetett

tipusokat hozhatunk létre, jelolésuk (a,, ..., a )con (pl. =, x vagy list).

induktiv szabalyokkal allithato el (o, tetszdleges tipust jelol):

oceC

oely,

Viel[l.n]:a Ty,

(@, ..., a)con € Ty,

Ennek megfelelden Ty tipus halmaza a C tipushalmazbol a kovetkezd
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Church megkozelitése ?

® Church a tipusok bevezetésenél az explicit tipusjelolest alkalmazta, vagyis
minden kifejezéshez hozzarendelte a megfelelo tipust.

® Az explicit tipusmegadas szabalyai a kovetkezdok:

V.o

A ¢ konstans tipusa o

cC. o0

S:0-—=>t1est: o

St:7T

v:oest: T

MNit:o—>1
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Curry megkozelitése

® Curry a tipusok kezelésére a teljesen implicit megoldast valasztotta, vagyis
a kifejezések teljesen megegyeznek a nem tipusos A-kalkulus kifejezeseivel,
vagy nincs egyaltalan tipusuk, vagy van ¢és akar tobbfele 1s Iehet. Pl. a Ax.x
fliggvény tipusa ¢ — o, ahol o tetszoleges tipus lehet (mindig az adott
kornyezet donti el).

® Ebben az esetben a tipizalas mindig a kornyezettol fiigg, ami a valtozok
tipus hozzarendelesének véges halmaza.

® Formalisan: I" ~¢ : o, ahol " elemei v : o valtozo tipus Osszerendelések. I
lehet tires, akkor ~ ¢ : o-t irunk.

® Feltételezzik, hogy I'nem tartalmaz ugyanarra a valtozora ellentmondo
tipus hozzarendelést (tekintheto a valtozok halmaza ¢€s a tipusok halmaza
kozotti fliggvenykapcsolatnak 1s).

® A tovabbiakban ezt a tipizalast hasznaljuk, mivel az ML nyelvek is ezt a
fajta megoldast kovetik.
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Formalis tipus szabalyok "

® Az altalunk hasznalt tipizalas szabalyai a kovetkezOk:

v:oel

l'~v:o

A ¢ konstans tipusa o

~Cc. o

I'~s:0—>tesl —t:o

I'—st:t

I'vfv:alrt:t

I'FAvt:o—>1

® Pl. az azonossag fiiggvény levezetése: a valtozok szabalyabol {x : ¢} ~x . o,
majd az utolsé szabalybdl g ~Ax.x : 0 = 0.

® Churchnél ugyanez lehet Ax :o.(x - ) -0 > 1...
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Tipus megorzes

® A tipusok bevezetésének csak akkor van €rtelme, ha a redukcido megorzi egy
kifejezes tipusat. Ez bizonyithatoan igy van, most roviden felvazoljuk az
n-redukciora:

® lemmal:hal' ~t:0ésl c4,akkord ~t: o.

e Bizonyitas strukturalis indukcidval mehet.

® Lemma?2:hal ~t:o,akkor I, ~t : o, ahol I, csak azokra a valtozokra
tartalmaz hozzarendeléseket, amik szabadok #-ben (formalisan
I'={x:a|x:aelésx e FV()}).

e [smét strukturalis indukcidval bizonyithato.

® Tétel:hal ~t:0ést —, 1, akkor /' ~t’ : o 1s fennall.
e A két lemma segitseégével bizonyithato.

® Ugyanilyen modon belathat6 az a €s a B-redukcid is.
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Polimorfizmus

® A polimorfizmus €s a tulterhelés (overloading) hasonlo6 jelentést fogalmak,
mind a kettd nagy vonalakban azt jelenti, hogy egy kifejezésnek tobb tipusa
1s lehet.

® A polimorfizmus pontos jelentése, hogy a kifejezés tipusa minden olyan
tipus lehet, ami megfelel a megadott mintanak (parameéteres polimorfizmus).

® A tulterhelés ,,ugyanahhoz” a kifejezéshez tobb strukturalisan nem
osszefiiggo tipust rendel hozza (ad-hoc polimorfizmus).
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Let utasitas - elotekintés

® A kifejezések atlathatosaganak érdekében érdemes bevezetni a lokalis
crtekadasnak megfelelo ,,szintaktikai édesitdszert”.

® Ennck megfelelden:
letx=sint 2 (Axt)s
® A fenti forma az ML nyelvek alapveto eleme, s6t a CAML alapveto
definicids eszkoze (az SML val €s fun utasitasainak a CAML-ben a let felel
meg).

Magasabbrendii funkcionélis programozas - 2003. 02. 24. A-kalkulus



46
A let utasitas polimorfizmusa

® Tekintsik a if (Ax.x) true then (Ax.x) 1 else 0 kifejezest:

{x : bool! Fx : bool {x :int} ~x:int

~Ax.x : bool = bool ~true: bool ~Ax.x:int — int ~1 :int

F (Ax.x) true : bool F(Ax.x) I :int 0 : int

~if (Ax.x) true then (Ax.x) 1 else 0 : int

® De let I = ix.x in if I true then I I else ( kifejezéshez, ami a
(ALif I true then I 1 else 0) Ax.x kifejezésnek felel meg, nem rendelhetd
tipus, mivel I tipusa mar a A-absztrakcioban elddl.

® Emiatt a let-et, mint primitiv utasitast vezetjiik be:

I'-s:o I'—t[s/ix]:1

I'Hletx=sint:zt
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A legaltalanosabb tipus

® A Curry-f€le tipus megallapitasra a polimorfizmusnal erdsebb allitas is 1gaz,
azaz minden kifejezéshez letezik egy legaltalanosabb tipus (principal type),
¢s a kifejezés minden lehetséges tipusa ennek egyede.

® A tctel megfogalmazasahoz bevezetjiik a tipusvaltozokat és az azokon
ertelmezett helyettesitést:
ot/ o, ...t/a] = T
plt/a, ...t/o,] = p haa, zp(l <i<k)
(o, ..., a)con[0] = (a,[0], ..., a,[0])con

® Az alaptipusokat nullargumentumos konstruktorként kezeljiik, pl. ()int.
® Jeloles: o < o’ jelentése o altalanosabb tipus, mint o’

® Té¢tel: Minden tipusos kifejezéshez letezik egy legaltalanosabb tipus, vagyis
ha 7 : 7, akkor 1étezik o, hogy ¢ : o €s barmely ¢’-re, hat: o’, akkor g < o’.
¢ A bizonyitas a Milner (v. Hindley-Milner) algoritmuson alapszik, amire az ML-

ekben alkalmazott tipus-meghatarozas is ¢piil.
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Eros normalizacio

® Tekintsik a korabban mar mutatott példat:
((Ax.x x xX)(Ax.x x x))

— ((Ax.x x x)(Ax.x x x)(Ax.x X X))
—>(...)
® A tipusos kifejezések vilagaban ez a fajta viselkedés nem 1¢étezik, ahogy azt
a kovetkezd tétel kimondja.
® T¢étel: minden tipizalhato kifejezésnek 1€tezik normal formdja (ha itt vége
lenne, akkor besze€lnénk gyenge normalizaciorol) €s minden lehetséges
redukci0s sorozat terminal.
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A tipusos A-kalkulus korlatai

® Az erds normalizacid jOl hangzik, de ara van, mivel nagyon korlatozott
azoknak a fliggvényeknek a szadma, amit a tipusos A-kalkulus ki tud fejezni
(sOt bebizonyithato, hogy a leirhato kifejezések kore nagyban fiigg a
valasztott szamabrazolastol).

® Pl. nem terminalo kifejezés irasa alapveto feltétele a Turing-teljesség
elérésének.

® A rekurzido sem megvalosithato a korabban felvazolt modon, mert a fix pont
kombinatorok jellemzden nem tipizalhatoak.

® A Turing-teljesség érdekében bevezetiink egy polimorf rekurzios operatort:
Rec: ((0 = 1) > (0 >1)) >0 —>7T
¢s az ehhez tartozo redukcios szabalyt:
Rec F - F (Rec F)
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Rovid ismerteto

® A Caml Light és az OCaml (az utobbi objektum orientélt) az Edinborough
ML-bdl alakult ki, az ML nyelvjarasanak tekinthet6 (a Standard ML csak
neveében szabvanyos, t€nylegesen meg nem szabvanyositottak).

® Keletkezesi helye a francia INRIA.
® Teljesitményében 6sszemérhetd a C++-szal, koszonhetden a hatekony
megvalositasanak (a nyelv megvalositasanak alapja Category Abstract

Machine-nek nevezett eszk6z — innen kapta a nevét is — megfelelden
hangolt garbage collectionnal kiegészitve).

® Bovebben a Caml eloadason...
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A A-kalkulus megfeleloi a Caml-ben

® Névadas: let <név> = <kifejezés>

Helyi értékadas: 1et <név> = <kifejezés> in <kifejezés>
(1d. korabban)

® Rckurziv definicid: let rec <név> = <rekurziv kifejezés>

® KoOlcsOnosen rekuziv definicio:

let rec <név> = <kdlcsdndsen rekurziv kifejezés>
and <név> = <kolcsdondsen rekurziv kifejezés>
and

® A \-absztrakcio:
function <paraméter> -> <kifejezés> vagy
fun <paraméter> .. <paraméter> -> <kifejezés>
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