ABSZTRAKCIO FUGGVENYEKKEL (ELJARASOKKAL)




Absztrakcié fuggvényekkel (eljarasokkal) FP-5..7-

Elagazo rekurzio

@ Korabban linearis-rekurziv, ill. linearis-iterativ f@aynatokra lattunk peldakat (faktorialis
kiszamitasa kétféleképpen).

@ Mostelagazo rekurzidranézzink példat: allitsuk @la Fibonacci-szamok sorozatat.
@ Egy Fibonacci-szamot az@ két Fibonacci-szam 6sszege adja:
o, 1 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, ...

@ A Fibonacci-szamok matematikai definicioja kdnnyen atol&ML-fliiggvénnyé:

F(0)=0 fun fib 0 = O
F(l)=1 | fib 1 =1
F(n)=F(n—-1)+ F(n—2),han > 1 | fib n = fib(n-1) + fib(n-2)

Emlékeztedil: afib flggvény definicidjaban a 3. kléznak az utolsénak kell lenmert an
minta minden argumentumra illeszkedik.

@ A kovetked lapon lathat6 abra illusztralja az elagazdéan rekurziyaimlatot fib 5  kiszamitasa
esetén.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcié fuggvényekkel (eljarasokkal) FP-5..7-

Elagazo rekurzio (folyt.)
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@fib 5 -6t fib 4 ésfib 3 , fib 4 -etfib 3 eéesfib 2 kiszamitasaval sth. kapjuk.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcié fuggvényekkel (eljarasokkal) FP-5..7-

Elagazo rekurzio (folyt.)

@ Az el6z6 program alkalmas az eldgazoé rekurzid lényegének bersatatade szinte alkalmatlan .
Fibonacci-szamok éAllitasaral

@ \egyuk észre, hogy pfib 3 -at kétszer is kiszamitjuk, azaz a munkanak ezt a részét kb. a
harmadat) feleslegesen vegezzik el.

@ Belathato, hogy'(n) meghatarozasahoz pontodam + 1) leveldl all6 fat kell bejarni, azaz
ennyiszer kell meghatarozai(0)-t vagy F'(1)-et.

@ F'(n) exponencialisan@n-nel.
Pontosabbant'(n) a®”//5-h6z kozel eé egész, ahob = (1 — 1/5)/2 ~ 1.61803, az un.
aranymetszéaranyszamad kielégiti ad®? = ® + 1 egyenletet.

@ A megteend lépések szama tehAtn)-nel egyutt exponencialisarom-nel. Ugyanakkor a
tarigény csak linearisarom-nel, mert csak azt kell nyilvantartani, hogy hanyadik sanjarunk a
faban.

@ Altaldban is igaz, hogy elagazo rekurzié esetén a lépésekaa fa csombdpontjainak a szamav
a tarigény viszont a fa maximalis mélységével aranyos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcié fuggvényekkel (eljarasokkal) FP-5..7-

Elagazo rekurzio (folyt.)

@ A Fibonacci-szamok linearis-iterativ folyamattal i@llithatok.
Ha aza ésb valtozok kezdértéke rendré’(1) = 1 ésF(0) = 0, és isméthdoen alkalmazzuk az
a < a + b, b < a transzformaciokat, akkor |épés utam = F'(n+ 1) ésb = F(n) lesz. Az
iterativ folyamatot létrehoz6 SML-fliggvény egy valtozata

fun fib n = let fun fiblter (i, b, a) =
if i = n then b
else fiblter(i+1, a, a+b)
in
fiblter(O, O, 1)
end
@ Mintaillesztésthasznalhatunk, hia-t nem ndveljuk, hanem-tdl 0-ig csokkentjik.
Figyelem: a kl6zok sorrendje, mivel nem egymast kizar6akrdak, lenyeges!
fun fib n = let fun fiblter (O, b, a) = b
| fiblter (i, b, a) = fiblter(i-1, a, a+b)
in
fiblter(n, O, 1)
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcié fuggvényekkel (eljarasokkal) FP-5..7-

Elagazo rekurzio (folyt.)

@ A Fibonacci-példaban a lépések szama elagazo rekurzigimétii-nel exponencialisan, lineéris
rekurzionaln-nel aranyosandtt, kisn-ekre is hatalmas a nyereség!

@ Téves lenne azonban azt a kdvetkeztetést levonni, hogygazl rekurzié hasznalhatatlan.
Amikor hierarchikusan strukturalt adatokon kell maveledt végezni, pl. egy fat kell bejarni,
akkor az elagazo rekurzié (angolalee recursionhagyon is természetes és hasznos eszkoz.

@ Az elagaz6 rekurzié numerikus szamitasoknal az algoritismegfogalmazasakor is haszno:
lehet: gondoljunk csak arra, hogy milyen kénny( volt atérfribonacci-szamok matematikai
definici¢jat programma.

@ Ha mar értjuk a feladatot, az élsrossz hatékonysagu valtozatot kdnnyebb atirni j6, loagk
programma. Az elagazo rekurzio segithet a feladat megerés

Az iterativ Fibonacci-algoritmushoz csak egy aprocsket dllett. A kdvetkea feladatra azonban
nem lenne kdnnyd iterativ algoritmust irni.

@ Hanyfeleképpen lehet felvaltaegydollart 50, 25, 10, 5 és 1 centesekre?

@ Altalanosabban: adott sszeget adott érmékkel hanyfébeiélehet felvaltani?

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcié fuggvényekkel (eljarasokkal)  FP-5..7-

Elagazo rekurzio (folyt.): pénzvaltas

Tegyuk fol, hogyn darab érme all a rendelkezéslinkre valamilyen (pl. nagyzguns csokked)
sorrendben. Ekkor az 6sszeg lehetséges felvaltasainak szamat ugy kapjuk mgg, ho

@ kiszamoljuk, hogy az 6sszeg hanyféleképpen valthato fel aDdisertekl) érmét kivéve a tébb
érmevel, és ehhez

@ hozzaadjuk, hogy az — d 6sszeg hanyféleképpen valthat6 fel az 6sszes érmévekisel
beleértve — mas szoéval azt, hogyaidsszeget hanyfélekeppen tudjuk ugy felvaltani, hogy a
ermét legalabb egyszer felhasznaljuk.

A feladat tehat rekurziéval megoldhatd, hiszen redukallagty, hogy kisebb 6sszegeket kevesebb
ermével kell felvaltanunk. A kdvetkézalapeseteket kilonb6ztessik meg:

@ Haa = 0, a felvaltasok szama 1.
(Ha az 6sszeg 0, csak egyféleképpen, 0 db érmével leheéalfahy’.)

@ Haa < 0, a felvaltasok szama 0.

@ Han = 0, a felvaltasok szama O.

A példaban dirstDenomination (magyarulels6 cimletfiggvenyt felsorolassal valositottuk
meg. TomMOrebb és rugalmasabb lenne a megvalositasa katmakasaval.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcié fuggvényekkel (eljarasokkal) FP-5..7-

Elagazo rekurzio (folyt.): pénzvaltas

fun countChange amount =
let (* cC amount kindsOfCoins = az amount 0sszes felvaltasai nak szama
kindsOfCoins db érmével *)

fun cC (amount, kindsOfCoins) =
if amount < 0 orelse kindsOfCoins = 0 then O
else if amount = 0 then 1
else cC (amount, kindsOfCoins - 1) +

cC (amount - firstDenomination kindsOfCoins, kindsOfCoin S)
and firstDenomination 1 = 1
| firstDenomination 2 = 5

| firstDenomination 3 = 10
| firstDenomination 4 = 25
| firstDenomination 5 = 50
in
cC(amount, 5)
end;

countChange 10 = 4; countChange 100 = 292;

Gyakorlo feladatok.
@ [rja &t afirstDenomination fliggveényt ugy, hogy a cimleteket egy lista tartalmazza.

@ rja meg acC figgvény mintaillesztést hasznal6 valtozatat!

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakcié fuggvényekkel (eljarasokkal) FP-5..7-

Hatvanyozas

@ Az eddig latott folyamatokban a kiértékelési (vegrehajiépések szama az adatakszamaval
linearisan, ill. exponencialisarott. Most olyan példa kdvetkezik, amelyben a |épések szama
logaritmusaval aranyos.

@ A b szamn-edik hatvanyanak definicigjat ugyancsak koénny atrakmii $e.

=1 fun expt (b, 0) = 1
b* =b- bt | expt (b, n) = b * expt(b, n-1)

@ A létrejovo folyamat lineéaris-rekurzivO(n) 1épés e (n) méretl tar kell a végrehajtasahoz.
@ A faktorialisszamitashoz hasonléan konnyu felirni limgdterativ valtozatat.

fun expt (b, n) =
let fun exptlter (0, product) = product
| exptlter (counter, product) =
exptlter (counter-1, b * product)
in
exptlter(n, 1)
end

@ O(n) lépés é3)(1) — azaz konstans — méreti tar kell a végrehajtasahoz.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Absztrakci6 fuggvényekkel (eljarasokkal) FP-5..7-1

Hatvanyozas (folyt.)

@ Kevesebb lépés is elég, ha kihasznaljuk az alabbi eggégeket:

fun expt (b, n) =
=1 let fun exptFast 0 = 1
| exptFast n =
if even n
b = (b™?)?, han paros then square(exptFast(n div 2))
b =b- 0", han paratlan else b * exptFast(n-1)
and even i =i mod 2 =0
and square x = X * X
in exptFast n end

@ A lépések szama és a tar mérékgg n)-nel aranyos. Konstans tarigenyd iterativ valtozata:

fun expt (b, 0) =1 (* Nem hagyhato el! Miért nem?)
| expt (b, n) = let fun exptFast (1, r) =r
| exptFast (n, r) =
if even n then exptFast(n div 2, r*r)
else exptFast(n-1, r*b)
and even i = imod 2 =0
in exptFast(n, b) end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



LISTAK




Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-12

Adott szamu elem egy lista elef@res végénl (take , drop )

@ Legyenzs = [xg, T1, ..., Ti 1, Ti, Titl,-- -, Tn_1], AKKOF
take(xs, i) = [xo, x1,. .., x;_1] €sdrop(xs, i) = [T, Tiv1, -y Tt

@ take egy megvaldsitasa (jobbrekurziv-e? jobbrekurzivva teb@trobosztus-e?)

(* take : ’'a list * int -> 'a list
take (xs, i) = hai < 0, xs;, ha i >= 0,
az xs els 0 i db eleméb ol all6 lista *)
fun take (, 0) = ]
| take ([l, ) = I

| take (x::xs, i) = x :: take(xs, i-1)

@ drop egy megvaldsitasa (jobbrekurziv-e? jobbrekurzivva teb@trobosztus-e?)

(* drop : 'a list * int -> 'a list
drop(xs, i) = ha i < 0, xs; ha i >= 0,
az xs els 0 i db elemének eldobasaval el oallé lista *)

fun drop ([, _) = I
= if i > 0 then drop (xs, i-1) else x:xs

| drop (x::xs, i) =
@ Konyvtari valtozatuk List.take ,ill. List.drop  —haazs listara alkalmazzuk;, < 0 vagy

1 > length xs eseterSubscript néven kivételt jelez.

(Funkcionalis programozas)

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-13

Lista redukcioja kétoperandusu mavelettel

ldézzik fol az egészlista maximalis értékét megkereax! fuggvény két valtozatat:

@ max| jobbrdl balra egyszertgithem jobbrekurziv) valtozata

(* maxl : int list -> int
maxl ns = az ns egészlista legnagyobb eleme
")
fun maxl [] = raise Empty
| maxl [n] = n
| maxl (n::ns) = Int.max(n, maxl ns)

Vil

@ max| balrdl jobbra egyszerts$itjobbrekurziv) valtozata:

(* maxl’ : int list -> int
maxl’ ns = az ns egészlista legnagyobb eleme
%)
fun maxl’ [] = raise Empty
| maxl’ [n] = n
| maxl’ (n:m::ns) = max!’'(Int. max(n,m)::ns)

@ Amint ez a példa is mutatja, vissza-visszatéladat egy lista redukcioja kétoperandusu
mavelettel.
@ Ko6z0os bennik, hogy db értékidl egyetlen értéket kell é&llitani, ezért is beszélimkedukciorol

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-14

Lista redukcioja kétoperandusu maveletteldr , foldl )

@ foldr jobbrdl balrafoldl  balrdl jobbra haladva egy kétoperandusu miveletet ([saitnioan
egyparra alkalmazhato, prefipoziciojafiggvenyt alkalmaz egy listara. Példak szorzat és 0ss
kiszamitasara:

foldr op* 1.0 [] = 1.0; foldl op+ O [] = O;

foldr op* 1.0 [4.0] = 4.0; foldl op+ O [4] = 4;

foldr op* 1.0 [1.0, 2.0, 3.0, 4.0] = 24.0; foldl op+ O [1, 2, 3, 4 ] = 10;
@ Jeldljona tetsdleges kétoperandusu infix operatort. Akkor

foldrop @ e [xq, X9 .0 X ] =KX1& X2 .. & X, De..)

foldr op @© e [] = e

foldlop @ e [x, Xo .0 X ,]=X,® .. & Xzsd X1 D e€)..)

foldlop @® e [] = e

@ A & mivelete operandusa néhany gyakori miveletben — 6sszeadas, szangunkcio (logikai
,es”), alternacio (logikai ,vagy”) — a (jobb oldalggységelerazerepét télti be.

@ Asszociativ miveleteknébldr  ésfoldl eredménye azonos.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-15

Példakfoldr ésfoldl alkalmazasara

@ isum egy egeszlista elemeinek 6sszeggtpd egy valdslista elemeinek szorzatat adja
eredményul.

val isum = foldr op+ O; val rprod = foldr op+ 1.0;
val isum = foldl op+ O; val rprod = foldl op+ 1.0;

@ A length fuggvény is definialhatoldl -lel vagyfoldr -rel. Kétoperandusu miveletként
olyan segédfiiggvényir(c ) alkalmazunk, amelyikem hasznaljaz el® paraméterét.

(* inc : 'a * int -> int
inc (, nN)=n+11%
fun inc (, n) = n + 1;

(* lengthl, lengthr : 'a list -> int *)
val lengthl = fn Is => foldl inc O Is;
fun lengthr Is = foldr inc O Is;

lengthl (explode "tengertanc");
lengthr (explode "hajdu sogor");

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-16

Lista: foldr ésfoldl definicioja

@foldrop e [Xx, X9 ety X ] =1 X2 ... & X, De..)
foldr op @® e [] = e

(* foldr f e xs = az xs elemeire jobbrdl balra haladva
alkalmazott, kétoperandusu, e egysegelemi
f mivelet eredménye
foldr : ('fa *’'b -> 'b) -> 'b -> 'a list -> 'b *)
fun foldr f e (x::xs) = f(x, foldr f e xs)
| foldr f e [] = e;

@foldlop de X, Xo ooty X ] =X, ,d ... & Xo2® X1 & €)..)
foldlop @ e ] = e

(* foldl f e xs = az xs elemeire balrdl jobbra haladva
alkalmazott, kétoperandusu, e egysegelemi
f mivelet eredménye
foldl : (a * b -> 'b) -> 'b -> ’a list -> 'b *)
fun foldl f e (x::xs) = foldl f (f(x, €)) xs
| foldl f e [] = €

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-17

Tovabbi példaKoldr ésfoldl alkalmazasara

@ Egy lista elemeit egy masik lista elé fliioldr  ésfoldl , ha kétoperandusu miveletként@ns
konstruktorfiggvenyt — azaz ap:: -ot— alkalmazzuk.

foldr op:: ys [x 5, X, X3l = (X 1 (X o2 (X 3 ys)
foldl op:: ys [x 1, X2, X3l = (X 30 (X 20 (X 1 :ys)
@ A :: nem asszociativ, ezddldl ésfoldr eredménye kilonb@#

(* append : 'a list -> 'a list -> ’a list
append xs ys = az xs ys elé fizesevel el oallo lista *)
fun append xs ys = foldr op:: ys Xxs;

(* revApp : ’a list -> ’a list -> 'a list
revApp xs ys = a megforditott xs ys elé fizésével

el 0allé lista *)

fun revApp xs ys = foldl op:: ys xs;

append [1, 2, 3] [4, 5, 6] = [1, 2, 3, 4, 5, 6]; (vO. Prolog:append )
revApp [1, 2, 3] [4, 5, 6] = [3, 2, 1, 4, 5, 6]; (vO. Prolog:revapp )

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-18

Tovabbi példaKoldr ésfoldl alkalmazasara

@ max| ket megvalositasa

(* maxl : (a * 'a -> ’'a) -> ’a list -> 'a
maxl max ns = az ns lista max szerinti legnagyobb eleme
%)

(* nem jobbrekurziv *)

fun maxl max [] = raise Empty
| maxl max (n::ns) = foldr max n ns

(* jobbrekurziv *)

fun maxl’ max [] = raise Empty
| maxI max (n::ns) = foldl max n ns

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-19

Példak listak hasznalatara: futamok@litasa

A futam olyan elemekdl allo lista, amelynek szomszédos elemei kielégitenekpegglikatumot.
irjon olyan SML fuiggvényfutamok néven, amelynek egy lista futamaibdl allo lista az eredraén

@ EIsO valtozat: futam és maradélodllitasa két fliggvénnyel

(* futam : (a * 'a -> bool) -> (a * ’a list) -> 'a list
futam p (x, ys) = az x:ys p-t kielégit 0 els 6 futama (prefixuma) *)
fun futam p (x, []) = [X]
| futam p (x, y:ys) = if p(x, y) then x :: futam p (y, ys) else [X]

(* maradek : (a * 'a -> bool) -> (a * 'a list) -> ’a list

maradek p (X, ys) = az x:ys p-t kielegit 0 futama utani maradéka *)
fun maradek p (X, []) = ]

| maradek p (x, yys as y:ys) = if p(x ,y) then maradek p (y, ys) e Ise yys
(* futamokl : (‘a * 'a -> bool) -> ’a list -> ’a list list

futamokl p xs = az xs p-t kielégit 0 futamaibdl all6 lista *)
fun futamokl p [] = ]

| futamokl p (X::xs) =
let val fs = futam p (X, Xs)
val ms = maradek p (X, xs)
in
if null ms then [fs] else fs :: futamokl p ms
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-20

Példak listdk hasznalatara: futamokdlitasa (folyt.)

@ Peéldak:
futam  op<= (1, [9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,99] )i
maradek op<= (1, [9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,9 9A;
futamokl op<= [1,9,19,3,4,24,34,4,11,45,66,13,45,66,9 9];

futamokl op<= [99,1];
futamokl op<= [99];
futamokl op<= [];

@ Hatékonysagot ront6 tény@z

1. futamokl kétszer megy veégig a listan:Galzorfutam , azutanmaradek
2. p-t paraméterként adjuk &itam -nak ésmaradek -nak,
3. egyik figgvény sem hasznal akkumulatort.
@ Javitasi lehdiség
1. futam egy part adjon eredményll, ennekdéetagja legyen a futam, masodik tagja pedig a
maradék; a futam elemeinek gyUjtésére hasznaljunk aklaiort
2. futam legyen lokalisftutamok2 -n beldl,

3. azif null ms then [fs] else szovegreész torolhet a rekurzio egy hivassal kéisb
mindenképpen leall.

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-21

Példak listdk hasznalatara: futamokdlitasa (folyt.)

@ Masodik valtozat: futam és maradélallitasa egy lokalis fliggvénnyel

(* futamok2 : ('a * 'a -> bool) -> ’a list -> ’a list list
futamok2 p xs = az xs p-t kielégit 0 futamaibdl allo lista
*)
fun futamok2 p ] =1
| futamok2 p (x::xs) =
let (* futam : (a * ’a list) -> 'a list * ’a list
futam (x, ys) zs = olyan par, amelynek els 0 tagja az x:ys p-t
kielégit 0 els 6 futama (prefixuma) a zs elé
fizve, méasodik tagja pedig az x:.\ys maradéka
*)
fun futam (x, []) zs = (rev(x::zs), [])
| futam (X, yys as y:ys) zs = if p(x, y)
then futam (y, ys) (x::zs)
else (rev(x::zs), yys);
val (fs, ms) = futam (X, xs) []

fs 1 futamok2 p ms
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-22

Példak listdk hasznalatara: futamokdlitasa (folyt.)

@ Harmadik valtozat: az egyes futamokat eés a futamok lisigjgyUjtjik

(* futamok3 : ('a * 'a -> bool) -> ’a list -> ’a list list
futamok3 p xs = az xs p-t kielégit 0 futamaibdl all6 lista
*
)
fun futamok3 p [] = ]
| futamok3 p (x::xs) =
let (* futamok : ('a * ’'a list) -> 'a list -> 'a list * 'a list
futamok (X, ys) zs zss = az x:ys p-t kielégit 0 futamaibadl allé
lista zss elé fizve

%)
fun futamok (x, []) zs zss = rev(rev(x::zs)::zss)
| futamok (x, yys as y:iys) zs zss =
if p(x, y)

then futamok (y, ys) (x::zs) zss
else futamok (y, ys) [] (rev(x::zs)::zss)
in
futamok (x, xs) [] []
end

Deklarativ programozas. BME VIK, 2008szi félév (Funkcionélis programozas)



Tovabbi listakezdi fiiggvények  FP-5..7-23

Nagyzarthelyi feladatsorainak megbeszélése

A 7. eldaddson 2004. november 2-an az oktober 28-ai nagyzarthygiatainak megoldasat
beszeéltik meg.

A javitasi Utmutato a targy honlapjan <http://dp.iit. bm&@dp04a> talalhatdé meg.
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